Texp Devoirn ° 8

-Durée 1 h
- Calculatrices autorisées

Nom :

NO CELI.‘PHONE

On considére la matrice A:(:g 2)

1. On appelle I la matrice identité d’ordre 2 . Déterminer p€N ,telque A’=A+pl

2. En déduire une expressionde A’ et une expression de A* sous la forme aA +BI ot a et P sont des réels




rrl+l:rn+sn

3. On considére les suites (7,) et (s,] définies par 7,=0 et s,=1 et pour tout entier naturel 7 , s =2y
n+l ™ n

Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n , A"=r A+s,1



4. Démontrer que la suite (k,) définie pour tout entier naturel n par k,=r,—s, est géométrique.

En déduire, pour tout entier naturel 7 , une expression explicite de &, en fonctionde n .

n

5. On admet que la suite (¢,) définie pour tout entier naturel n par. ,=r + est géométrique de raison 2.

En déduire, pour tout entier naturel #» , une expression explicite de #, en fonctionde n .

6. Déduire des questions précédentes, pour tout entier naturel 7 , une expression explicitede », et §, enfonctionde # .



7. En déduire alors, pour tout entier naturel n , une expression des coefficients de la matrice A" .

aqs . . .. O] 3 4 . . . . . 3
8. En utilisant la question 2, exprimer I comme une combinaison linéaire de A~ et A" , puis en déduire I’inverse de la matrice A~ .



correction : D’apreés bac Polynésie 12 juin 2015

-(2 9

-4 6] (-4 6 [16-18 -24+30
1. A%2= x =
-3 5/ {-3 5/ 7 l12-15 -18+25

a4z By (2 8.
A+2I‘[ -3 5+2)‘(—3 ?)‘A'

2. En partant de I'égalité A% = A+ 21, on obtient en multipliant chaque membre par A:
A3 = A(A+2])= A’ +2A= A+2[ +2A=3A+2] et on recommence :
At=Ax A3=ABA+2D) =3A%2+2A=3(A+2D) +2A=5A+6L.
3. Démonstration par récurrence :
Initialisation :Pour n =0, A%=I1=0A+1I =ryA+ syl. la relation est vraie au rang 0.
Hérédité : Supposons qu'il existe un naturel p non nul, tel que A” =rpA+ 5,1
En multipliant chaque membre par A, on obtient :
Ax AP = A(rpA+spl) &> AP =rp A2 + s A=rp(A+2D) + sp A=
[rp - sp] A+2rp1 =1y A+ 5psq ] - larelation est donc vraie au rang p + 1.
On a donc démontré par récurrence que, pour tout entier naturel 7,
A" =rpA+ spl.
4. On a pour tout entier naturel 1 :
kni1=Tne1=Spr1 = Tn+ Sy =2 =Sp—Typ == (T — Sp) = —kn.
L'égalité k,.1 = —k, montre que la suite (k,) est géométrique de raison —1.
On sait qualors k, = ko(=1)" = = (=1)" = (=1)"*1,

-1)! T
5. Onadonct1=r1+[ ) =l—===
3 333
2
On sait qu'alors £, = = x2p-1
__1!’1 2 _1!’1
6. Onadoncr,,:tn-{ 3} :Exzﬂ‘l_%_
Or s, =rp— kp, donc
2 (-n" 2 (-1"
PUTR o ol P s AN, O 0 v L O B,
n 3 23 (-1) 3 3 (-1)
sp=—=x2""14 2 (—1n,
n=3 3 (-1)

,on en déduit

R S SO G (—4Tn Brn] [Sn D]= (—4Tr1+5n 6rn

—3Tn 5)"}] 0 Sn —3?’;; Srn + Sn
les quatre coefficients de A”.
8 4 2 2
o —drptsp=—=2""14 o x (1) + 22" p S x (1) = =2 2 x (1)
Fnt3p 3 3><( ) 3 SX( ) x (—1)
o 6ry =21 -2 x (-1)";

o =3rp==-2"+(-1)";

10 5 2 2
* 5Fp+Sp= ?2“-1 5 D"+ 52““1 + % (=" =2r _ (-1~

—2P 42" 2nHl_oy (-1)"]

< = n_
Conclusion : A -[ —on 4 (—]" an+l _(_qyn

3 5
8.0na 3A*'-5A°=81 < A3(§A—§I):I

-17 9
3 5

On en déduit que A’ est inversible et que A3=§ A—EI = _89 g

8 4
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