DROITES ET PLANS DE L'ESPACE

Avant tout, rappelons une propriété fondamentale :

Tout théoréme de géométrie plane s’applique dans n’importe quel plan de I’espace.

Les exemples de ce chapitre se référent a la figure ci-contre

ABCDEFIJ est un cube

EGHJKLMN est un parallélépipéde !
rectangle tel que HM =CI et JH =2 JI

K L

1) POSITIONS RELATIVES DE DROITES ET DE PL.ANS

A) POSITIONS REILATIVES DE DEUX DROITES

d et d' sont non coplanaires

d et d' sont coplanaires

Aucun plan ne les contient toutes les deux.

Elles sont sécantes.

Elles sont paralléles.

d’

Leur intersection est vide.

Elles ont un seul point en commun.

Elles sont strictement paralleles ou confondues.

Exemple :

o Les droites |AB| et | HN |sont non coplanaires.
o Lesdroites |AB/ et (JH| sont strictement paralléles.
o Lesdroites |AL| et | KF| sont sécantes en F dans le plan | AKL|

B ) POSITIONS REIATIVES DE DEUX PI.ANS

P; et P, sont paralléles

P, et P, sont sécants

P, et P, confondus

b=ty
/v

P, et P, sont strictement paralléles

1l existe deux droites sécantes de P, et
deux droites sécantes de P, paralleles
deux a deux.

Leur intersection est une droite.

Propriété d'incidence :

les intersections sont des droites paralléles.

Si deux plans sont paralléles, alors tout plan qui coupe 1'un coupe l'autre et

Exemple :

o Lesplans |EKL et | EGJ| sont sécants suivant la droite | EG/
o Lesplans [EKL| et [JNM | sont strictement paralléles.
o Le plan (CDEF| coupe les plans paralléles | AEJD| et | BFIC| suivant les droites paralléles | ED| et | FC].
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C) POSITIONS RELATIVES D'UNE DROITE ET D'UN PLAN

d et P sont paralléles d et P sont sécants
d d
/ d’
P P
d est contenue dans P d est strictement paralléle a P
Une droite d est paralléle a un plan P si, et seulement si, il existe une droite d ' de P Leur intersection est un point unique.
paralléle a d.

Exemple :

La droite | ED/| est paralléle a la droite (FC) du plan ( BFIC| . On en déduit que | ED| est paralléle au plan | BFIC|.

2) VECTEURS DE I’ESPACE

Comme dans le plan, a tout couple de points A et B de I’espace, on associe le vecteur AB.

o Lorsque A # B, la direction de AB est celle de la droite [AB| , le sens de AB estle sens de A vers B etla longueur ou norme de AB, notée
HZE , est la distance AB.
Lorsque A=B, AA est le vecteur nul, noté 0.

« On désigne souvent les vecteurs par une seule lettre, par exemple i , v , W

«  Pour tout point O de ’espace et pour tout vecteur i , il existe un unique point M tel que OM =1i .

A) VECTEURS EGAUX
Chacune des propriétés suivantes signifie que les vecteurs non nuls AB et DC sont égaux :
o AB et DC ont méme direction, méme sens et méme norme.
e«  ABCD est un parallélogramme, c'est a dire [AC ] et [BD] ont méme milieu .

(Si A, B, C et D sont alignés, on dit que ABCD est un parallélogramme aplati)

B) REGLES DE CALCUL

Les regles de calcul sur les vecteurs de 1’espace sont analogues aux régles de calcul sur les vecteurs du plan.
« RELATION DE CHASLES :

Exemple: AB+ BF = AF AD+ DI = Al DE + KL= DE +EG =DG

« REGLE DUPARALLELOGRAMME :
Exemple: DC + DJ= DI IN+TJH=TM DC+DJ +DA= DI + DA=DF

« OPPOSE D’UN VECTEUR :
Exemple : AB= —FE
« MULTIPLICATION D’UN VECTEUR PAR UN REEL :

Pour tous réels a et b, et pour tous vecteurs ii et v ona:
ali+Vvl=atu+av,la+bli=ati+bii, albtl=lablii, aii=0 © a=0ou =0 etc...

C) VECTEURS COLINEAIRES

o Deux vecteurs non nuls @i et v qui ont la méme direction sont dits colinéaires.
Par convention le vecteur nul est colinéaire a tout autre vecteur.

« Dire que deux vecteurs non nuls i et v sont colinéaires revient a dire qu’il existe un réel k tel que =k v

« Dire que les points A, B et C (distincts) sont alignés revient a dire qu’il existe k € R tel que AB=k AC.
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3 ) INTERPRETATION VECTORIELLE DES DROITES ET PLANS DE I’ESPACE
A) DROITES

Définition :

Soit d une droite. On appelle vecteurs directeurs de d les vecteurs, non nuls, définis par deux points de d.

Soit A un point de I’espace et @ un vecteur non nul.
[A; ) représente la droite qui passe par A et de direction, la direction de 4 .

Remarques :
« Ladroite (A ; T est I’ensemble des points M de I’espace tels que AM et {i sont colinéaires, c'est a dire tels qu’il existe

un réel k vérifiant AM = k 7.
« Dire que les droites | AB| et [CD| sont paralléles revient a dire que les vecteurs AB et CD sont colinéaires, c'est a dire qu’il existe
keR" tel que AB=k CD.

Conséquence :
« Deux droites sont paralléles si, et seulement si, leurs vecteurs directeurs son colinéaires.

B) PLANS

PLAN DETERMINE PAR TROIS POINTS
Propriété :

Soit A, B et C trois points non alignés.
Le plan [ABC| est I’ensemble des points M de I’espace tels qu’il existe des réels x et y vérifiant AM =x AB+y AC

Preuve : non exigible

On pose i=ABet v=AC

o Lerepére [A; i, V| est un repére de [ABC| . Ainsi, pour tout point M du plan, il existe un
unique couple de réels [x; yl telsque AM =xi+yV

«  Réciproquement, soit M un point de I’espace tel qu’il existe deux réels
x et y vérifiant AM = x u+yv.
On note M, et M, les points définis par A_M'lz x AB et mz =y AC
L’égalité AM,= x AB prouve que M estsur [AB| , donc dans le
plan [ABC|. De méme M, est sur | AC |, donc dans le plan (ABC| .
D’autre part on a AM =AM, + A_M'2 , donc AM ; MM, est un parallélogramme.
Les sommets A, M, et M, sont dans le plan |ABC, il en est donc de méme
pour le quatriéme sommet M .

On dit que les vecteurs AB et AC sont des vecteurs directeurs du plan [ABC] .

PLAN DEFINI PAR UN POINT ET UN COUPLE DE VECTEURS NON COLINEAIRES
; -
Un point A et deux vecteurs i et v non colinéaires déterminent un unique

/
plan : le plan (ABC| ot AB=0 et AC=7V .
On note |A; 1, v/ ce plan
[A; 1, V| est ’ensemble des points M de I’espace tels qu’il existe deux
réels x et y vérifiant AM =xTi+y 7V . Cc
Al B

On dit que les vecteurs i et v sont des vecteurs directeurs du plan (A ; 1, V)
ou encore que le plan (A ; i, v/ est dirigé par i et V.
Remarque :

Si u’ estun vecteur non nul colinéaire d ii , et v’ un vecteur non nul colinéaire & v , alors le plan (A;u",v ' estle méme que
leplan [A; 1, V/.

Exemple : Les plan (A; DN , KL| et |A; AE , AB| sont confondus.

¢ Deux plans ayant méme couple de vecteurs directeurs sont paralléles.

« Unedroite d et un plan P sont paralléles si, et seulement si, un vecteur directeur de d est un vecteur du plan P.
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C) THEOREME DU TOIT

Théoréme :

/ :
Si P et P' sont deux plans sécants et paralléles a une droite d , alors

l'intersection de P et P' est paralléle a d . : A

Preuve : exigible

Soit w un vecteur directeur de d.
On note A l'intersection de P et P '.
Soit A un point de A . C'est aussi un pointde P etde P '.

Le plan P est I'ensemble des points M de l'espace tels que AM = x Ti+ y W, ol il estun vecteur de P non colinéaire a w.
Le plan P ' est I'ensemble des points M de l'espace tels que AM =x'V+y ', ou v est un vecteur de P ' non colinéaire a w.

Soit M un pointde A.
M € P, il existe donc deux réels x et y telsque AM=xu+yw.
M e P ', il existe donc deux réels x " et y ' telsque AM =x'V+y 'W.

On obtient alors : AM =xi+y w=x"V+y'w.

Supposons que x # 0.

y' -y
X

On en déduit que U est un vecteur du plan P .

P ' possede alors deux vecteurs non colinéaires i et w du plan P . Ce qui signifie que P et P ' sont paralléles.

Ce qui est absurde ... (P et P ' sont sécants par hypothése)

w

= owl
Onaalors: u=—v+
X

Ainsi x=0 et AM =y, ce qui prouve que la droite A est dirigé par le vecteur W et donc que A est paralléle a d.

4) DECOMPOSITION DE VECTEURS
A) VECTEURS COPLANAIRES

Définition :
Les vecteurs i, vV, W, ...., de ’espace sont dits coplanaires lorsqu’un point O quelconque et les points A, e e ,
P = . s s A _ o P duwn p d d P Cette définition ne dépend pas
B, C, ..., définispar OA=1, OB=v, OC=Ww, ..., sont coplanaires. . ..
du point O choisi.
Remarques :

« Deux vecteurs sont toujours coplanaires.
« Sideux vecteurs ii et v sont colinéaires, alors quel que soit le vecteur w , les vecteurs i , v et w sont coplanaires.

Exemple : Montrer que les vecteurs HM , AL et DC sont coplanaires.

Ona HM =AE et DC = AB
Les points A, E, B et L étant coplanaires, on en déduit que les vecteurs HM , AL et DC sont coplanaires.

Propriété :

i, vet w sont trois vecteurs de I’espace tels que i et Vv ne sont pas colinéaires.

Dire que Ui, v et w sont coplanaires revient a dire qu’il existe des réels a et b telsque w=at+bV .

Preuve : non exigible

Soit O un point de ’espace. On considére les points A, B et C telsque OA=1, OB=V et OC =w.

U et v ne sont pas colinéaires, les points O, A et B ne sont pas alignés et déterminent donc un plan, le plan (OAB/.

Par définition, dire que i, v et w sont coplanaires revient a dire C €(OAB] ... ce qui revient a dire qu’il existe des réels a et b
tels que OC =aOA +bOB.

Remarque :
Si trois vecteurs sont non coplanaires, alors aucun des trois ne peut se décomposer en fonction des deux autres.

B) VECTEURS NON COPIL ANAIRES

Propriété :

Soit ti, v et W trois vecteurs non coplanaires de 1'espace.
Pour tout vecteur ¢ de l'espace, il existe un unique triplet [x; y; z| de réels telsque : t=xu+yv+zw
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Preuve : non exigible

Existence :
Soit A, B,C , D et M des points tels que ii= AB, V=AC, w=AD et f = AM.

U et v sont non colinéaires, sinon i, v et W seraient coplanaires.

Ainsi A, B et C définissent un plan dont (A, U, v/ est un repére.

La paralléle a la droite | AD | passant par M, dirigée par W, qui n'est pas un vecteur du plan |ABC|,

puisque i, vV et W sont non coplanaires, est sécante a ce plan en un point H.

HM et w sont colinéaires, donc HM =z W, ot z est un réel, et H appartient au plan (ABC],

doncA_FI:xa—i-y\’/(xet y réels) I

Comme ¢ = AM = AH + HM, on obtient I'existence d'un triplet [x; y; z| de réels tels que
f=xtu+yv+zw

Unicité :

On suppose que l'on a deux écritures : i = xU+yVv+zw=x'U+y ' Vv+z'w
Onaalors (x—x'|Ti+|y—y'|v+(z—z')w=0.

Supposons que l'une des trois différences n'est pas nulle, par exemple [z —z '|#0.
On obtient :

Lk S, S A
lz—2z" lz—z"

w=

Les vecteurs i, v et w seraient alors coplanaires ... ce qui n'est pas possible.
On en déduit que z =z ' et de la méme facon que x=x"et y=y".

Remarque :
On dit que I'on a décomposé le vecteur ¢ en fonction des vecteurs i, v et w.

5) REPERES DE L'ESPACE

Propriété et définitions :

Soit O un point et i, j et k trois vecteurs non coplanaires de l'espace.
A tout point M de I’espace, on peut associer un unique triplet de réels (x ; y; z| tel que :

O—M:x?+y7+zE

On dit que (x; y; z| sont les coordonnées du point M dans le repére (0 ;7,7 , k| ouque

X, y et z sont respectivement |’abscisse , I’ordonnée et la cote du point M.

Exemple :
Dans le repére (J ; JD,J1, JE| ,ona D[1;0;0), K(—=1;0;1]et L(—1;2;1]

Les propriétés et les régles de calcul vues dans le plan pour les coordonnées de vecteurs et de points se prolongent dans [’espace en ajoutant
simplement une troisiéme coordonnée.

Propriété :
_|a . |a’
Dans un repére donné de 1’espace, soit U[b|et U [b’| deux vecteurs, Alx;y;zlet Blx’;y’;z’| deux points.
c c’
ka _ x'—x
o Pourtout réel k ,le vecteur k Ui a pour coordonnées | kb o Le vecteur AB a pour coordonnées [y ' —y
ke z'—z
ata'
T+v 5 ' s p X+x' +y' z+z'
o Levecteur U+v apour coordonnées |b+b « Lemilieu I de |AB| a pour coordonnées Y 2y =
c+c'

[aza'
e« U=V o {b=b"'
tC:C'
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6 ) REPRESENTATION PARAMETRIQUE D'UNE DROITE DE L'ESPACE

-

Dans la suite du cours, 1’espace est muni d’un repére (O ;7 , , k|

Propriété :

A
Soit d la droite de I’espace passant par le point A de coordonnées (X ,; Y .; Z,) et de vecteur directeur i de coordonnées |B |.
Y
Un point M de coordonnées | x ; y; z| appartient a d si, et seulement si il existe un réel k tel que :
x=x,tk\
y=yatkp
z=z,+ky
Preuve : immédiat
M |x; y;z) appartienta d si et seulement si, les vecteurs AM et i sont colinéaires.
Or AM et U sont colinéaires si, et seulement si, il existe un réel k tel que AM =k i
En traduisant cette derniére égalité a 1’aide des coordonnées, on obtient le résultat cherché.
Remarque :
A chaque réel k correspond un unique point M de la droite.
Réciproquement, a chaque point M de la droite correspond un unique réel k tel que AM =k 1.
Définition :
Soit d la droite de I’espace passant par le point A de coordonnées (X ,; ¥ .; z,) et de vecteur
A Le paramétre k peut étre remplacé par
directeur ¢ de coordonnées Bl. n‘importe quelle autre lettre distincte de
Y X, yetz.
Xx=x,+kA On utilise souvent la lettre ¢t.
Yy=yatkB ( keR)estune représentation paramétrique de la droite d .
z=z,+ky
Remarques :
x=a+kx
. Si A, B et y sont trois réels non nuls simultanément, le systéme | y =b +k B est une représentation paramétrique de la droite passant par
z=c+ky
A
le point de coordonnées [a ; b ; c| et de vecteur directeur |8 |.
Y
. Il n'y a pas unicité de la représentation paramétrique d'une droite de l'espace.
. Représentations paramétriques d’un segment et d’une demi-droite :

Soit A et B deux points distincts de 1’espace.
En considérant le vecteur directeur AB, I’appartenance d’un point M au segment [AB] ou bien  la demi-droite [AB) s’obtient en adaptant
I’énoncé de la conclusion ci-dessus :

- pour le segment, il suffit de remplacer dans le systéme : « k €R » par « k€ [0;1]».

- pour la demi-droite [AB) , il suffit de remplacer dans le systéme : « k €R » par « k€ [0;+ 00 ».
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