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Produit scalaire dans 1'espace

Pour les exercices 1 a 4, on considére le cube ¢
ci-contre de c6té a .M, N, P et sont les
milieux respectifs de [CD], [EH], [BF] et

[CG].

Ex 1 : Vrai ou faux

1) AB.AC=AB’

2) AD.AC=AC’ 7) AC.AG=d’b
3) BC.AC = EF . GE_ 8) AC.AH=24"
4) AC.AH = AC.AD 9) AB.FG=0
5) BD.BH=FH’ 10) AD.AG=0
6) BC.AC=d"\2 11) BG.EF=0

Ex 2 : Calculer en projetant ...

Calculer :
1) AG.BG 2) AD.PG 3) DC.DI 4) AM.AD

Ex 3 : Calculer en utilisant un repere ...
En utilisant un repére orthonormé, calculer :

1) El.PN 2) NI.PM 3) BH.AC

Ex 4 : Trouver un angle

En calculant de deux fagons différentes le produit scalaire DN . DI,
déterminer cos NDI , et déduire une valeur approchéea 10™' prés de
NDI .

Ex 5 : Triangle rectangle

Pour les exercices 5 a 8, I'espace est muni d'un repére orthonormé
(01,7, k7.

Soit A(3;4;-2), B(1;6;0) et C(—2;2;1)

Montrer que le triangle ABC est rectangle et indiquer en quel point.

Ex 6 : Triangle isocele

Soit M(3;—-4;-2], N(-1;3;2) et P(7;—1;3)
Démontrer que MNP est isocéle et déterminer a3 10~ prés tous les angles
du triangle.

Ex 7 : Quadrilatére

Soit E(=3;2;1) , F(1;-1;3), G(5;1;-3) et H(1;4;-5)
Montrer que EFGH est un quadrilatére puis déterminer sa nature.

Ex 8 : Angles orientés de vecteurs

Soit w=27+2 j+\2 % .
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Déterminer en radians les angles (% i) et (7, %—J

Démontrer une orthogonalité sans les vecteurs

Ex 9 : Vrai ou faux

Dans l'espace :

1) Deux droites orthogonales a une méme droite sont paralléles entre
elles.

2 ) Deux droites orthogonales a un méme plan sont paralléles entre elles.
3 ) Deux plans orthogonaux a une méme droite sont paralléles entre eux.

Ex 10 : Entre deux droites

Dans le cube ABCDEFGH, dans chacun des cas montrer que les droites
sont orthogonales :

1) (FG)et (AB) 2)(HG)et (FC) 3)(EB)et(GD) 4)(NF)et (HD)

Ex 11 : Entre une droite et un plan

Dans le cube ABCDEFGH, dans chacun des cas montrer que la droite et
le plan sont orthogonaux :

1) (AB) et (BFG) 2) (DG) et (BCE) 3 ) (AF) et (CEH) 4 ) (MI) et (CHE)

Ex 12 : Dans une pyramide a base carrée

Soit la pyramide SABCD réguliére a base
carrée ci-contre . On note I le milieu de [BC].
1) Démontrer que les droites (SO) et (BC) sont
orthogonales.

2 ) En déduire que la droite (BC) est
orthogonale au plan (SOI).

Ex 13 : En utilisant la trigonométrie

Soit un cube ABCDEFGH de c6té 4 cm et le point O centre du carré
EFGH.

1) Déterminer l'intersection des plans (EDG) et (HFB).

2 ) Calculer tan HDO et tan DBH .

3) En déduire que les droites (HB) et (DO) sont orthogonales.

4 ) Démontrer que les droites (HD) et (EG) sont orthogonales.

5) En déduire que la droite (EG) est orthogonale au plan (HFB), puis
orthogonale a la droite (HB).

6 ) Démontrer que la droite (HB) est orthogonale au plan (DEG).

Démontrer une orthogonalité avec les vecteurs

Dans la suite, 1'espace est muni d'un repére orthonormé (0; i, 7', m .

Ex 14 : Trouveraetb

2 -3
Déterminer les réels a et b pour que les vecteurs U [—5|et V| 1
a b

soient orthogonaux.
Ex 15 : Droites perpendiculaires — droites orthogonales
Soit les points A (0;4;2), B(—1;-3;-2), C(1;1;1) et D(2;2;-1)

1) Les droites (AB) et (BD) sont-elles perpendiculaires ?
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2) Les droites (AB) et (CD) sont-elles orthogonales ?

Ex 16 : Projeté orthogonal

Soit les points A (0;—1;3) et B(—1;2;5).

Montrer que le point H(1;—4;1) est le projeté orthogonal du point
C(5;—2;0) surla droite (AB).

Ex 17 : Plan médiateur

Définition :

Dans l'espace, le plan médiateur d'un segment est constitué des points équidistants
des extrémités de ce segment. Il s'agit du plan passant par le milieu du segment et

orthogonal a ce segment.

Dans le cube ABCDEFGH :

1) Justifier que les vecteurs BE et DF sont orthogonaux.
2 ) Démontrer que (DF) est perpendiculaire a (BEG).

3) (BEG) est-il le plan médiateur de [DF] ?

Ex 18 : Distance d'un point a

un plan

Définition : P

Dans I'espace, la distance d'un point a un plan est la plus courte distance séparant
ce point et un point du plan. Le théoréme de Pythagore permet d'affirmer que la
distance du point A au plan (P) correspond a la distance séparant A de son projeté
orthogonal H sur le plan (P).

Dans un cube ABCDEFGH de c6té a , on considére les points M, N et P
centres respectifs des faces EFGH, BCGF et ABFE.

1) Calculer les produits scalaires DF . MP et DF . GP .

2 ) Montrer que (DF) est perpendiculaire a (MNP).

3) Soit T le point d'intersection de (DF) et (MNP).

Montrer que T est le projeté orthogonal de N sur (DF).

4) En calculant de deux fagons différentes le produit scalaire DF . ]T\I—,
déterminer le distance du point D au plan (MNP)

Ex 19 : Droites orthogonales

Soit A(—1;0;2) , B(1;1;3), C(—2;1;4) et D(0;1;0).

1) Donner une représentation paramétrique de (AB), puis de (CD).
2 ) Montrer que ces deux droites sont orthogonales, mais pas
perpendiculaires.

Ex 20 : Droites perpendiculaires

Soit A(~1;1;3) , B(2;-1;-2) , C(0;1;—4) et D(2;-1;-2).

1) Donner une représentation paramétrique de (AB), puis de (CD).

2 ) Montrer que ces deux droites sont perpendiculaires et déterminer leur
point d'intersection.

H]

Eguations de plans

Ex 21 : Vrai ou faux

Soit le plan P:x—2y+z—-2=0.
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1 1
1) ‘(—2) est un vecteur directeur 2 a(—Z) est un vecteur normal
1 1

-2 4)Ppasse par A(0;0;2)
3) u | 4 |estun vecteur normal
—2

Ex 22 : Equation cartésienne d'un plan : point et vecteur normal

Dans chacun des cas, déterminer une équation cartésienne du plan passant
par le point A et de vecteur normal T~ .

1
1) A(2;-1;3) et T|0]2) A(1;5;0) et =127
3
Ex 23 : Equation cartésienne d'un plan : trois points
Soit les points A (1;5;0), B(2;0;—1) et C(0;3;4).
1) Déterminer un vecteur normal au plan (ABC).
2 ) Donner une équation cartésienne du plan (ABC).
3 ) Recommencer avec A(1;2;-3), Bl4;-1;5) et Cl4:;7;—6)

Ex 24 : Projeté orthogonal

Soitle plan P:—5x+y—z—6=0 etle point A(-6;2;—1).
Démontrer que B(—1;1;0) est le projeté orthogonal de A sur le plan P.

Position relative de deux plans

Ex 25 : Plans perpendiculaires

Dans chacun des cas, aprés avoir déterminé des vecteurs normaux aux
plans P et Q, déterminer leur position relative :

1) Pi—x—y+2z—-5=0 et Q:2x+4y—3z=0
2) Pix—2y+z—4=0 et Q:—3x+y—4z—-2=0
3) P:x—2y+3=0 et Q:2x+y—3z—5=0

4) P:x=—1 et Q:z=2

Ex 26 : Intersection de deux plans

Dans chacun des cas, démontrer que les plans P et Q sont sécants,
déterminer une représentation paramétrique de leur droite d'intersection
puis donner un vecteur directeur de cette droite.

1) P:2x-3y+z—-4=0 et Q:x+2y—z+1=0

2) P:x—3y+2z-5=0 et Q:2x+y+7z—1=0
Ex 27 : Plans paralléles

3
Soitles plans P:—2x+4y—3z+2=0 et Q:x—2y+52—5=0,

1) Montrer que les plans P et Q sont paralléles.
2 ) Déterminer une équation cartésienne du plan R paralléle au plan P et
passant par le point A (=2;0;3)
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Position relative d'une droite et d'un plan

Ex 28 : Vrai ou faux

x=1-2t
Soit la droite d: y=—2+t, teR etleplan P:2x—y—3z+10=0
z=3t

1) d et P sont paralléles 2) d et P sont perpendiculaires.

3)) Leur point d'intersection a pour
parametre t=0 sur la droite.

4) Leur point d'intersection a pour
coordonnées (—1;—1;3)

Ex 29 : Intersection d'une droite et d'un plan

Dans chacun des cas, déterminer les coordonnées du point d'intersection,
quand il existe, de la droite d et du plan P :

x=1+t
y=—1+t, t€R et P:5x—y+2z=0
z=t

1)d:

x=1-2k
y=1+k
z=3k

2) d: , kER et P:x—y+z+1=0

x=1+s
3) diiy=2+s, s€R et P:ix+y—22z—3=0

zZ=s

x=1l-s
y=2+s
z=3s5+9

4) d , SER et P:z=0

Ex 30 : Etudier la position relative d'une droite et d'un plan
Soit les points A (0;—1;—1) et B(1;0;0).

1) Donner une représentation paramétrique de la droite (AB).
2) Etudier la position relative de cette droite avec chacun des plans
P:—3x+y+2z+3=0, Q:2x—3y+z—3=0 et R:—x+2y—3z+3=0

Intersection de deux droites

Ex 31 : Droites sécantes

x=—1 x=4-5t
Soit les droites d:{y=1—t , teR et d':ly=3-2t , teR
z=1-2t z=—1+2t

1) Démontrer que les droites d et d' sont sécantes.
2 ) Déterminer une équation cartésienne du plan contenant ces deux droites.

Ex 32 : Droites paralléles

x=—2—4t x=1+2t
Soit les droites d:{y=3+2t , t€R et d':{y=5-t , t€R
z=1-2t z=—1+t

1) Démontrer que les droites d et d' sont strictement paralléles.

2 ) Déterminer une équation cartésienne du plan contenant ces deux droites.
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EN ROUTE VERS LE BAC

Ex 33 : Baccalauréat S — Pondichéry 17 avril 2015 — ex 4

Repére — équations de droites et de plans — produit scalaire — algorithme — calcul de volume

Soit un cube ABCDEFGH d’aréte 1.

Dans le repére |rA; ﬁ ﬁ ﬁ], on considére les points M, N et P de coordonnées
. o3y 1y 5

respectives M|._1 1 E;l N|\U: 3 : 11|, P|._1 0 _E;l'

1. Placer M, N et P sur la figure donnée en annexe.
s . - el e
2. Déterminer les coordonnées des vecteurs MN et MP .
En déduire que les points M, N et P ne sont pas alignés.
3. On considére 'algorithme 1 donné en annexe.

a. Exécuter a la main cet algorithme avec les coordonnées des points M, N
et P données ci-dessus.

b. A quoicorrespond le résultat affiché par I'algorithme ? Qu'en déduire pour
le triangle MNP ?

4. On considére I'algorithme 2 donné en annexe. Le compléter pour qu'il teste
et affiche si un triangle MNP est rectangle et isocéle en M.

. On considére le vecteur ?[5 ; —8; 4) normal au plan (MNP).

[}

a. Déterminer une équation cartésienne du plan (MNP).

b. On considére la droite A passant par F et de vecteur directeur n.
Déterminer une représentation paramétrique de la droite A,
6. Soit K le point d'intersection du plan (MNP) et de la droite A.
a. Démontrer que les coordonnées du point K sont 2 ; A ; B .
\7 35 35
b. Ondonne FK = E
V35

Calculer le volume du tétraédre MNPF.*

Algorithme 2 (a compléter)
Saisir xu, Y, ZM, XN, YN, 2N, Xp, VP, Zp
d prend la valeur xy — xy
e prend la valeur yy — vy
f prend la valeur zy — zm
g prend la valeur xp — xym
h prend la valeur yp— ym
i prend la valeur zp — z
kprendlavaleurdx g+ex h+f =i

Algorithme 1
Saisir xu, ¥M. ZM, XN, YN, 2N, Xp, VP, Zp
d prend la valeur xy — xy
e prend la valeur yy — vy
f prend la valeur zy — zm
g prend la valeur xp — xyg
h prend la valeur yp— ym
i prend la valeur zp — z)
kprendlavaleurdx g+ex h+f =i
Afficher k
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Ex34: Baccalauréat S — Liban 27 mai 2015 — ex 1

Repere — équations de droites et de plans — intersection d'une droite et d'un plan — produit scalaire
— volume — droites sécantes

G

I est le milieu du segment [AB], ] est le milieu du segment [EH], K est le milieu du
segment [BC] et L est le milieu du segment [CG].

On munit I'espace du repére orthonormé |A; ﬁ, ﬁ, AE |

1. a. Démontrer que la droite (FD) est orthogonale au plan (IJK).
b. En déduire une équation cartésienne du plan (IJK).
2. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (FD).

3. Soit M le point d'intersection de la droite (FD) et du plan (IJK). Déterminer
les coordonnées du point M.

4. Déterminer la nature du triangle [JK et calculer son aire.
5. Calculer le volume du tétraédre FIJK.

6. Les droites (I]) et (KL) sont-elles sécantes ?*

Ex35: Baccalauréat S — Amérique du nord 2 juin 2015 — ex 1

Repére — théoréme de Thalés — théoréme du toit — produit scalaire — équations de droites et de
plans — intersection d'une droite et d'un plan — volumes

Dans |'espace, on considére une pyramide SABCE a base carrée ABCE de centre O.
Soit D le point de l'espace tel que |O; OA, Cﬁ,ﬁ soit un repére orthonormé. Le
point S a pour coordonnées (0; 0; 3) dans ce repére.

5

S\

Partie A

1. Soit U le point de la droite (SB) de cote 1. Construire le point U sur la figure
jointe en annexe 1, (a rendre avec la copie).

2. Soit Vle point d’intersection du plan (AEU) et de la droite (SC). Montrer que
les droites (UV) et (BC) sont paralléles. Construire le point V sur la figure
jointe en annexe 1, (a rendre avec la copie).

(5 1

3. Soit K le point de coordonnées |E H % ;0.
Montrer que K est le pied de la hauteur issue de U dans le trapéze AUVE.
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Partie B

5V13
T

Dans cette partie, on admet que I'aire du quadrilatére AUVE est

(2
1. On admet que le point U a pour coordonnées |0 g 1}.

Vérifier que le plan (EAU) a pour équation 3x—3y+5z—-3=0.
2. Donner une représentation paramétrique de la droite (d) orthogonale au
plan (EAU) passant par le point S.

3. Déterminer les coordonnées de H, point d'intersection de la droite (d) et du
plan (EAU).

4. Le plan (EAU) partage la pyramide (SABCE) en deux solides. Ces deux solides
ont-ils le méme volume ?*

Ex36: Baccalauréat S — Polynésie 12 juin 2015 — ex 1

Repére — équations de droites et de plans — intersection d'une droite et d'un plan — section

On considére le pavé droit ABCDEFGH ci-dessous, pour lequel AB =6, AD = 4 et
AE=2. 1 ! !
I, ] et K sont les points tels que Al = EAB Al = IAD’ AK = EAE.

H G
E § F
‘D
K C
I
A 1 B

On se place dans le repére orthonormé (A ; H, ﬁ, ﬁ N

2
1. Vérifier que le vecteur 7 de coordonnées | 2 | est normal au plan (1JG).
_9

2. Déterminer une équation du plan (1JG).

3. Déterminer les coordonnées du point d'intersection L du plan (11G) et de la
droite (BF).

4. Tracer la section du pavé ABCDEFGH par le plan (I]G). Ce tracé sera réalisé
sur la figure donnée en annexe a rendre avec la copie). On ne demande pas
de justification.*

Ex37: Baccalauréat S — Métropole 22 juin 2015 — ex 2

Repere — équations de droites et de plans — droites non coplanaires — distance minimale
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Dans un repére orthonormé (0, 1, ], K) d'unité 1 cm, on considére les points A(D; —1; 5),
B(2; -1;5),C(11; 0; 1), D(11;4; 4).

Un point M se déplace sur la droite (AB) dans le sens de A vers B 4 la vitesse de 1 cm
par seconde.

Un point N se déplace sur la droite (CD) dans le sens de C vers D i la vitesse de 1 cm
par seconde.

Alinstant ¢ = 0le point M est en A et le point N est en C.

On note M; et N; les positions des points M et N au bout de t secondes, ¢ désignant
un nombre réel positif.

On admet que M; et Ny, ont pour coordonnées : M;(t; —1; 5) et Ny(11; 0,87; 1+
0,61).

Les questions 1 et2 sont indépendantes.

1. a. La droite (AB) est paralléle 4 'un des axes (O1), (O]) ou (OK). Lequel ?

b. La droite (CD) se trouve dans un plan 3 paralléle 4 I'un des plans (OI]),
(DIK) ou (OJK).
Lequel ? On donnera une éguation de ce plan 2.

c. Vérifier que la droite (AB), orthogonale au plan 22, coupe ce plan au point
E(11; -1;5).

d. Les droites (AB) et (CD) sont-elles sécantes ?
2. a. Montrer que M, N7 =225 2¢+138.

b. A quel instant ¢ la longueur M; N; est-elle minimale 2*

Ex 38: Baccalauréat S — Nouvelle-Calédonie 19 nov 2015 — ex 3

Repére — implications vraies ? — contre-exemple — intersection d'une droite et d'un plan —
produit scalaire — Théoréme de Pythagore

Soient x, y et z trois nombres réels. On considére les implications (P1) et (Pz) sui-
vantes :

(Py) (x+y+z=1)=> 12+y2+522%

(Pa) x2+y2+z2;%]=>{x+y+z=l}
Partie A

Limplication (Pz) est-elle vraie?

Partie B

Dans l'espace, on considére le cube ABCDEFGH, représenté ci-dessous, et on dé-
finit le repére orthonormé |A; AB, AD, AE |.

1. a. Vérifier que le plan d'équation x+ y+ z= 1 estle plan (BDE).
b. Montrer que la droite (AG) est orthogonale au plan (BDE).
c. Montrer que l'intersection de la droite (AG) avec le plan (BDE) est le
point K de coordonnées I:%; %; %—]
2. Le triangle BDE est-il équilatéral ?
3. Soit M un point de I'espace.
a. Démontrer que si M appartient au plan (BDE), alors AM? = AK® + MK*.
b. En déduire que si M appartient au plan (BDE), alors AMZ = AKZ.

c. Soient x, y et z des réels quelconques. En appliquantle résultat de la ques-
tion précédente au point M de coordonnées (x ; ¥ ; z), montrer que l'im-
plication (P ) est vraie.*
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Ex 39 : Baccalauréat S — Pondichéry 27 avril 2017 — ex 5

Equations de plans — section
On considére un cube ABCDEFGH fourni en annexe.
L'espace est rapporté au repére (A; AB, AD, AE )

1 1
On note 2 le plan d'équation x + —y + §Z -1=0.
Construire, sur la figure fournie en annexe, la section du cube par le plan 2.
La construction devra étre justifiée par des calculs ou des arguments géométriques.
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