COMBINAISONS, BINOME DE NEWTON

1) P-LISTES ET ARRANGEMENTS

Soit E un ensemble fini ayant n éléments et p un entier supérieur ou égal a 1 .

Définition et propriété

On appelle p-liste d’éléments de E, toute suite finie (x;,x;,...,x,) dep *  Unep-liste est toujours ordonnée.

¢léments pris dans E . .
o Leséléments Xy ,x,, ..., X, ne sont pas

Le nombre de p-listes d’un ensemble E ayant 1 éléments est n* . nécessairement distincts les uns des autres.

e On parle de suites ... on utilise donc des parenthéses

Exemple : On lance un dé a 6 faces trois fois de suite .
Le résultat de I’épreuve est une 3 — liste d’éléments de I’ensemble E définipar E={1;2;3;4;5,6}

Par exemple la liste ( 1 ; 5 ; 4 ) indique que le premier lancé a donné 1, le deuxiéme lancé a donné 5 ...
Leslistes (1;5;4)et(1;4;5)sontdifférentes.

Le nombre de 3 — listes est 6°=6x 6 x 6 =216

Ainsi le nombre de résultats possibles est 216 . (on peut faire un arbre ... )

Remarques :
e Une liste a deux éléments de E s’appelle un couple d’éléments de E .

e Une liste a trois ( quatre, cinq ... ) ¢léments s’appelle un triplet ( quadruplet, quintuplet ... )
e  Plus généralement, une p-liste est aussi appelé un p-uplet.

Définition

Un arrangement de p (avec p < n ) éléments de E est une p — liste d’éléments de E deux a deux distincts .

Remarques :

e Il n’est pas possible de prendre plus de » ¢léments distincts dans un ensemble a n éléments ... doncp <n.
e  Un arrangement est toujours ordonné, sans répétition possible.

Exemple :
On dispose de quatre cartons . Sur chacun d’eux, on écrit une lettre différente du mot « MATH » et on place les cartons dans une urne.

On tire successivement et sans remise trois cartons dans 1’urne.
Le résultat de I’épreuve est un arrangement de 3 éléments de I’ensemble Q , défini par Q= { M, A, T,H }
Par exemple I’arrangement ( T, A , M ) indique que la premicre lettre tirée est T, la deuxieme A et la troisieme M .

Pour former un arrangement a 3 éléments de [’ensemble 2, on a :
e 4 choix, pour le premier ¢lément

e 3 choix, pour le deuxieme élément ( on retire le premier carton ) | X | y | z |
e 2 choix, pour le troisieme ¢lément ( on retire les deux premiers cartons ) T T T
On obtient donc 4 x 3 x 2 = 24 arrangements possibles . Ce nombre est noté A% 4 x 3 x 2 =24

Propriété

Le nombre d’arrangements de p éléments ( 1 <p < n ) d’un ensemble a n éléments se note A4 .

Si p=1,alors Ap=n Si 1<p<n,alorsAB=n(n—1)...(n-p+1)
H—/

( p facteurs )

2) PERMUTATIONS ET NOTATION FACTORIELLE

Définition et propriété

e Une permutation d’un ensemble E ayant n éléments est un arrangement des n éléments de E .

e Pourn>2,onappelle « factorielle n » et onnote n !, le produit de tous les entiers non nuls inférieurs ou égaux a n :
n!=n(n-1)(n-2)x...x2x1
Par convention, onpose: 0!=1etl1!=1

e  Le nombre de permutations d’un ensemble E a n éléments est le nombre d’arrangements des » ¢léments de E, c'est a

dire A%} ou encore n !

Exemple :

e (M, T,H,A)et (T,M,A,H)sontdes permutations de Q.

e (M,A,T)et(M,A,H,T,A)ne sont pas des permutations de Q .

e  Le nombre d’anagrammes du mot MATH est le nombre de permutation de I’ensemble Q, c'estadire 4! =4 x3 x2 x 1 =24



Remarque :
Ecrire une permutation de E revient a écrire dans un certain ordre tous les éléments de E . Le nombre de permutations de E est donc égal au

nombre de classements possibles des éléments de E .

Propriété
Pour tout entier naturel » non nul, et pour tout entierptel que 1 <p<n,ona: Aﬁ=(”—!)'
n-p)!
Preuve :
Pournetp vérifiantn>1let1<p < m,ona:
AP=nx(n—1)x..x(n-p+1)= nx(n=1)x..x(n=p+1)x(n=—p)x(n=-p—-1)x...x2x1 _ n!
(n=p)x(n—-p—-1)x...x2x1 (n-p)!
3) COMBINAISONS
Soit E un ensemble fini ayant n éléments et p un entier vérifiant | <p <n.
Définition

On parle de sous-ensembles ... on

Une combinaison de p ¢léments de E est une partie (ou un sous-ensemble f
p P ( ) utilise donc des accolades .

{a,;ay;...;a,} constituée de p éléments pris parmi les n éléments de E .

Remarques :
. Une combinaison étant une partie de E, tous ses éléments sont distincts et un élément de E intervient au plus une fois.

. Une combinaison est donc une partie non ordonnée et sans répétition de p éléments de E.

Exemple :
° {M;T;A}et{M;T;H} sontdeux combinaisons de 3 éléments de Q2.

e { A }estune combinaison d’un élément de Q) .
o {(M;T;A}et{M;A;T }sontdeux écritures de la méme combinaison.
Propriété

n
Le nombre de combinaisons de p ¢léments, noté ( ) (ouC¥®), d’un ensemble & n éléments est :

p

(”)_A_L nt
p pl  pl(n-p)!
Preuve :

n
e Sip=0,ona :l,etp!ZO!ZIethl
0 0!'(n—-0)!

e Sip=#0,atoutarrangement de p ¢léments de E correspond une seule combinaison.

Pour toute combinaison de p ¢léments de E, par permutation de ces p éléments, on peut former p ! arrangements de p éléments de E.
En procédant comme précédemment, deux combinaisons distinctes donnent deux ensembles disjoints de p ! arrangements.

Ainsi, le nombre d’arrangements de p éléments est p ! fois le nombre de combinaisons de p éléments.

n
Donc, A‘Z=p!( )
p

Remarque :
e L’ensemble E possede deux sous-ensembles particuliers : & et lui-méme . E posseéde donc une combinaison a 0 élément et une

n n
combinaison a n éléments . Ainsi ( ) =1 et ( ) =1
n 0

n
e Dans I’ensemble E a n ¢léments, il y a n parties a un seul ¢lément . Ainsi ( ) =n

e DPourp>2,ona lonx(n-D)x .. x(n-ptl)
p px(p-1)x..x2x1

n
C'est a dire ( ) est égal au produit des p entiers consécutifs décroissants a partir de », divisé parp ! .
p
Exemple :

On prend simultanément 6 cartes d’un jeu de 32 cartes . On obtient une main de 6 cartes, sans répétition ni ordre . Il s’agit donc d’une
combinaison de 6 ¢léments pris parmi 32 ¢léments.

_ 32x31x30x29x28x27
6x5x4x3x2x1

32
Le nombre de mains possibles est : (6) =906192



n

4) PROPRIETES DES ( ) ET TRIANGLE DE PASCAL

P
Propriétés

n n
e  Pour tout entier naturel n, et pour tout entier p telque 0 <p<n,ona: ( ) = ( )
n

n+1 n n
e Deplus,sin>letl< p<n-—1,alors: = +
p+1 p pt+1

Preuve :

. (" ): n! _ n! :(n)
n-p/) (n-p)!(n-(n-p))! (n-p)lp! \p

e  Soit E un ensemble a n + 1 éléments et g un élément de E.
n+1

Dénombrons les parties de E a p + 1 ¢léments ( ) en considérant les parties qui contiennent a et celles qui ne contiennent pas a.
p+1

Une partie de E a p + 1 ¢léments de E contenant ¢ contient p éléments choisis parmi les n ¢léments de E autres que a.

n
Le nombre de ces parties est donc ( )

p
Une partie de E a p + 1 ¢léments de E ne contenant pas a contient p + 1 éléments choisis parmi les # éléments de E autres que a.

n
Le nombre de ces parties est donc ( )
p+ 1

n+1 n n
On en déduit que : = +
p+1 p p+1

LE TRIANGLE DE PASCAL

n
La deuxiéme formule permet de calculer les nombres ( ) de proche en proche en formant le tableau suivant appelé triangle de Pascal .
p

pl 0 1 2 3 4 5 6

0 1

n
( ) n’est défini que pour p < n ; on ne remplit donc pas les cases
p

situées au-dessus de la diagonale.

e  Tous les nombres de la diagonale sont obtenus en utilisant le

1 n
résultat =1.
n

Al W

e  Tous les nombres de la premicre colonne sont obtenus en utilisant

n
S 1 S 10 10 S 1 la formule(o)= 1.

e  Tous les autres nombres sont obtenus en utilisant le résultat :

G- ()5

« tout nombre du tableau est la somme du nombre placé au-
dessus de lui et du nombre précédant ce dernier dans le tableau »



5) BINOME DE NEWTON

Soit a et b deux nombres réels ( ou complexes ) .

Ona (a+b)2=a2+b2+2ab et (a+b)’=a’+3a2b+3ab2+b’

Les coefficients des termes des membres de droite sont respectivement (1;2;1)et(1;3;3;1).

On retrouve la deuxieme ligne et la troisi¢éme ligne du triangle de Pascal. Ce résultat est général et se traduit par le théoréme suivant.

Propriété

Soit a et b deux réels ( ou complexes ) et n un entier naturel non nul . On a :

P (n n n n
(atb)"= Z( )a"pbp= a"+( )a"1b1+( )a"2b2+...+( )ab"71+b"
p=0\p 1 2 n-1

@+ =+ bya+ by P

Preuve :

P 'n
On considére la proposition P(n): (a+b)" = z ( ) a'" P pP
p=0\P
Pourn=1,ona:

1 1 pEl /1 1 1
( )=1 et ( )=1, donc Y ( )al'PbP =( )alb0+( )a0b1=a+b=(a+b)1
0 1 s=0\p 0 1

La proposition P(1) est donc vérifiée.

P n
Supposons que P(n) est vraie pour un entier 7 fixé, n>1. Onaalors (a+b)" = z ( ) a'" P pP
p=0\P
On peut écrire

i=n

n)an+l—pbp n z ( " )an—Hl bt pntl
i=1 N\l
(‘en remplagant p pari-1)

n P/ n
)an+l—pbpJr z ( )an+l—pbp+bn+l
p-1

p=n
=(a+b) Z (”)a”'pbp) p=1
=0 \P
p=n p=n
=a Z (n)an'pbpj+b z (n)a"'pbp) =l Z
=0 \P =

=0\P p=1>P r=1 1 _
pin n ntlop pin n - e (‘en remplagant i parp )
_ P + - n n
A a bP 2o\ a P :a11+l+ Z |:( )+( )i|an+l—pbp Jrbn+]
{ PE (n | p=nl,/p, l 1 p=1L\p p-1
_ n+ n+1- n- + n+ P/t
=a + z ( )” P pP+ Z ( )” P ol +b — ntl il n+1—pbp+bn+1
p=11\P p=0 \P a a
p=1\P

p=atl g

On obtient alors  (a + b)”+1 = Z ( ) ATIPRP Cest-a-dire que P(n+1) est vraie.
p=0 p

On a donc démontré que la proposition P(n) est vérifiée pour tout entier n > 1.

Exemples :

e Calculde(a+b)®
En lisant les valeurs des coefficients dans la ligne numéro 6 du triangle de Pascal, on obtient :
(a+b)=a®+6a°b+15a*b>+20a*b°+15a°b*+6a b°+b°
La somme des exposants de a et b dans chaque terme est toujours égale 2 6 .

n n n n n
e Lorsque @ =b =1, ona pour tout entier n non nul : 2"=(1+1)"= + + +...+ +
0 1 2 n-1 n

C’est le nombre de parties d’un ensemble E a n éléments.

n n

) parties de p éléments ; d’ou la somme des ( )
p P
On retrouve un résultat vu en premigére ...

En effet, pour p variantde 0 a n, il y a (



