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LES NOMBRES COMPLEXES : POINT DE VUE ALGEBRIQUE

1) DEFINITION — FORME ALGEBRIQUE

Définition :

On appelle corps des nombres complexes, et on note C un ensemble contenant R tel que :

. Ilexiste dans C un élément noté i tel que *=—1.

. Tout élément de C s'écrit sous la forme a+bi ,ou a€R et beR.

. C est muni d'une addition et d'une multiplication qui prolongent I'addition et la multiplication de
IR, et qui suivent les mémes régles de calcul.

Un nombre complexe sera souvent
représenté par la lettre z.

Nombres complexes particuliers :

Soit un nombre complexe z=a+bi avec a€R et beER .
. Sib=0,ona z=a, zestunréel. (R estcontenu dans C )

. Sia=0,ona z=bhi, onditque z estunimaginaire pur (on dit parfois simplement imaginaire).

Remarques :
« R correspond a I'ensemble des points sur une droite. Un nombre réel x correspond au point d'abscisse x sur la droite.
On peut donc toujours comparer deux nombres réels :
si x et y sont des réels, on a nécessairement x < y ou y < x (Le point d'abscisse X se trouve, sur la droite, "avant" ou "aprés" le point d'abscisse )

. C ,ensemble des nombres a+bi avec a€lRet bERR correspond a I'ensemble des points d'un plan.
Un nombre complexe a+bi avec a€Ret h€RR correspond au point du plan de coordonnées (a ; b).
On ne peut donc pas comparer deux nombres complexes : il n'y a pas de relation d'ordre dans C .
On ne peut donc pas dire qu'un nombre complexe z est inférieur & un nombre complexe z ' ou qu'un nombre complexe z est positif.

I3

Propriété :

L'écriture d'un nombre complexe sous la forme z=a+bi ,ou a€R et hEIR, est unique.

Preuve :

Considérons un nombre complexe z s'écrivant de deux fagons: z=a+bi et z=a'+b'i, aveca, b ,a’, b’ réels.
Onaalors a+bi=a'+b'i etonendéduit a—a’' =ilb'—b)

a—a'

b'—b ’

a—a'

b'=b

On ne peut donc pas avoir b#b ', ce qui signifieque b=5b".

Alors b'—b=0 etcommeonsaitque a—a'=ilb'—b),onendéduit a—a’'=0 clest-d-dire a=a’.

On adoncobtenu a=a’' et b=5b". Les deux écritures de z sous la forme a+bi et a'+5b'i sont donc identiques.

Supposons que bh#b ', on aurait alors =

Ceci n'est pas possible puisque i R alors que €R

Définition :
Soit un nombre complexe z. Remarques :
L'écriture z=a+bi , ou ac€RR et bEIR, est appelée forme algébrique du nombre complexe z. o La partic réelle de Z est un nombre réel
a est appelé partie réelle de z, et b partie imaginaire de z. o La partic imaginaire de z est un nombre. réel
Onnote a=%Relz) et b=Tm(z).

Propriété :

Deux complexes sont égaux si et seulement si ils ont méme partie réelle et méme partie imaginaire.
C'est-a-dire quesi a, b, a’, b’ sontdesréels, ona
at+bi=a'+b'i < a=a'etb=b'

Preuve :

" réels.

Soit z et z ' deux nombres complexes: z=a+bi et z'=a'+b'i, avec a,b,a’, b
Onaalors a=Relz) , a'=Relz'), b=TIm(z)et b'=Im|z’)
Siz=z"',alors a+bi=a'+b'i etcomme la forme algébrique d'un nombre complexe est unique, on en déduitque a=a' et b=>0"

Donc z et z ' ont la méme partie réelle et la méme partie imaginaire.

Réciproquement :

Si z et z ' ont la méme partie réelle et la méme partie imaginaire, alors a=a ' et b=5b"'
et par conséquent a+bi=a'+b'i, clest-a-dire z=z"'
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Exemple: Soit z =2+3i et z'=i—5 . Calculer et écrire sous forme algébrique :

r— r—

z+z" = z—z =

2z=-3z'= z-z'= z'=

2) DIVISION

Propriété :

L. 1
Tout nombre complexe non nul z admet un unique inverse noté — .
z

Preuve :

On pose z=x+iy

. o i XTIy
Existence : On considére le nombre complexe Z = 2y 2
x+y

>

Ona : 2z =
Donc z’ estbien un inverse de z .

>

Unicité : On considére z~ un autre inverse de z .

Ona: (z7—z")z=

> 1

Comme z#0 ,onaforcément z”—z'=0 etdonc z"=z’

3) CONJUGUE

Définition :

Soit z un nombre complexe de forme algébrique a + bi .
On appelle conjugué de z le nombre complexe noté z tel que z=a—bi .

Exemple : Soit z=3+5; et z'=—2+3i . Calculer:

zZ= z'= ztz'= z+z'=
—
z+z"'= z-z = zz '= zz ' =
Propriétés :
z+zZ z—Z
Pour tous nombres complexes z et z ', ona: . Relz) = ;. Jmlz) = -
5= 2 2i
. z-z est un réel positif
P s4L=! o o l==_5"' [ = 5! =n — _n * . Sm(z):o A ZEIR@ZZQ
ez4z'=z+z'; z—z'=z-2'; zz'=2z.2'"; Z"=Z7" ( nelN )
. 1 1 z z . _ . ..
. Siz'#0 —=— ; === . Relz)=0 o z€iR e z=-7z (zestunimaginaire pur)
zZ z zZ z
Preuve :

Soit les nombres complexes écrits sous la forme algébrique : z=a+bi etz'=a'+b'i .
. zZ=aq—bi donc Z=a+bi=z

z=|

[\
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z+z'=a+bi+a'+b'i=la+a’')+b+b")i

z—z'=a+bi—la'+b'i)l=la—a')+b-b")i.

’

Comme (a —a ') et (b —b ') sont des réels, onobtient: z —z '=la—a')+b-b')i=a—bi—a'+b'i=z—Z

zz'=(a+bi)la'+b'i)=aa '+ab'i+a ' bi+bb'i* =(aa'—bb')+(ab'+a 'b)i
Comme (aa’'—bb') et (ab'+a'b) sont des réels, on obtient : zz '=(aa'—bb')—(ab'+a 'b)i

Dautre part z-z '=la—bi)la'—b'i)l=aa'—ab '"i—a' bi+bb "i*=laa'— bb —lab'"+a'bli=zz'

z" = 7" se démontre facilement par récurrence en utilisant zz ' = z.z' exigible

Siz' 20 1 _ 1 _ a'=b'i _a'=b'i__ a’ n =b' ;
: oz a'+b'i la'+blilla’=b"il a”+b” a”+b” (a”+b"7)

a' —b' , . 1 a' . b
Comme PN et PN sont des réels, on obtient : B

' a'2+b’2+l a”+b"”

1 _ a'+b'i _a'+b'i _  a’ b' =
ar_bfi (av_bll-)(a!_,r_b!l') al2+blz a;2+b,2 ay2+b,2

1 1
D'autre part z'=a'—b'i, donc = z'

. z
Siz'#0, —=
z
z+zZ_ zZ—Z _
2 2i
z=zZ &
z=—zZ <

Remarque : La propriété z-z€IR" sera utile pour trouver les formes algébriques d'inverses et de quotients.

Exemples : M¢thode de I’expression conjuguée

L’inverse de 1—i est:

4) LA FORMULE DU BINOME DE NEWTON

Propriété : binome de Newton

Soit a et b deux nombres complexes. Pour tout entier naturel n ,ona:

n

(a+b)"=z (Z)akb"#‘

k=0
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Preuve :
n

Onnote P(n) :« la+b)"=)] (Z)akb"_k » , pour n€N

k=0

Initialisation :

Pour n=0,ona: (a+b)°= Z( ) kbo'k:(g)aob():l

Donc P(0) est vraie.

Hérédité :

Supposons P(n) vraie pour un entier naturel n fixé, c’est a dire (a+b) =z ( )akb"’k (HR)

+1

Montrons que P(n+1) est vraie, c’est a dire (a+b)""'= Z(””) a" bk
0

Ona: (a+b)"'=(a+b)(a+b)" = (a+b)i (Z)akb"’k (d’aprés HR)

k=0

n n
.. k pn—k kpn—k
Ainsi (a+b)"”=az ” a b + b, [")a"b"
k_ k
n
4y k pn+l—k
= ( * b" + Z ( )a b On rentre a et b dans les sommes ( on développe )
k=0 k=0 _

1

( n k4t pn—k 4 n+1 \((n n+1+0 n+l—k )
szgik)a ’ n_,, b) “h Z( Jo b

OnL/ourrc/ldsommLcndLuu.nhullm Mun atme  On coupeTa somme en deux en isolant 1o préier-erme

n
nel bn+1 + Z (n)akbnﬂ—k
‘ &k

n

+ an+l +bn+l + (}’l)akbn+l—k
= \k

n
n )akbn+1—k+

1/ k=1

| _
+ n ‘(lkb}“-l k
k
||||see dans le triangle de Pascal

(n)ak ik
k

n+1)\ n+l »° n+l ! n+ 1\ kpn+i-k
= +

(n+1) ( 0 ) z{k) b

n+l n+1 U n+l ek (n+1)an+lb0
:(0) +];(k)ab + a1

Premier terme ( 4=0 ) Dernier terme ( k=n+1)

n+1
_ Z (n+l)akbn+1—k

=\ k

Donc P(n+1) est vraie

Conclusion :

On en déduit que pour tout entier naturel 7 ,ona (a+b) ZZ ( ) a“b*

Exemple :

(1+if'=
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- LES NOMBRES COMPLEXES : POINT DE VUE ALGEBRIQUE - MATH EXP chapitre 1: I’ESSENTIEL DU COURS  http:/pierrelux.net

Forme algébrique : On appelle corps des nombres complexes, et on note C un ensemble contenant IR tel que :
. Ilexiste dans C un élémentnoté i tel que i*=—1.
On note souvent : . Tout élément de C s'écrit sous la forme a+bi ,ou a€R et bER.
z=a+bi Ol a€R e beR . C est muni d'une addition et d'une multiplication qui prolongent 1'addition et la multiplication de IR, et qui

suivent les mémes regles de calcul.

L'écriture z=a+bi , ou a€RR et bEIR, est appelée forme algébrique du nombre complexe z.
a est appelé partie réelle de z, et b partie imaginaire de z.

- La partie réelle de z est un nombre réel.
Onnote: a=Relz) et h=Tm(z). La partie imaginaire de z est un nombre réel.

Nombres complexes . Sib=0,0ona z=a, zestunréel. (R estcontenu dans C )
particuliers :
. Sia=0,ona z=bi, onditque z estun imaginaire pur (on dit parfois simplement imaginaire).

Attention : On ne peut pas comparer deux nombres complexes : il n'y a pas de relation d'ordre dans C .

Unicité : I L'écriture d'un nombre complexe sous la forme z=a+bi ,ou a€R et bER, est unique.
a+bi=a'+b'i < a=a' & b=b'

Propriété : I Deux complexes sont égaux si et seulement si ils ont méme partie réelle et méme partie imaginaire.
Division : . . .

Tout nombre complexe non nul z admet un unique inverse noté <
Conjugué : Soit z un nombre complexe de forme algébrique a+ bi .

On appelle conjugué de z le nombre complexe noté z telque z=a—bi .

Pour tous nombres complexes z et z ', ona:
Propriétés : . 3=z

. z-Z estun réel positif

e z4z' =z4z';, z—z'=z-z2'; zz'=z.2'; 2" =2 ( neN’)
. Siz'#0 L,:% , i,:%
z' z z' z
z+zZ z—Z
. Relz) = 2 ;. Smlz) = T 144 {5
== e
2-i 585
. 3mlz)J=0 ©® ze€Rez=z
' 1+:) i 3
conj|— et |
(2—! 5 5
. Relz)]=0 e z€iR e z=—2 (zestunimaginaire pur) o 2
real(—) —
2-1 5
Méthode de I’expression 1+l‘:((1+1_;}2+l.):2+l+2‘21_1:1+3l:l+ii . 1+¢ 3
conjuguée : 2-i 2-il2+i) 4-i 4+l >3 lmag; ;
Avec une Ti-spire
Binome de Newton Soit @ et b deux nombres complexes. Pour tout entier naturel 7 ,ona:
(a+b)"=z (n)akb"_k
i=o \k
Exemple : (144)° 24204
(+if=) (3|14 = (3)1°i3'°+(3)11i3'1+(3)12i3'2+(3)131‘3'3=i3+3i2+3i+1=—i—3+3i+1=—2+2i
=0 \k 0 1 2 3
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1 : Les nombres complexes : point de vue algébrique : exercices - page 1

Forme algébrique — conjugué — parties réelle et imaginaire

Ex1-1: Vrai ou faux

1)Si z=4i—-3 , alors

a)Im(z)=-3 d) —z=4i+3
b)Im( z )=4 e) iz=4-3i
c) z=4i+3 f)Re(Z)=-3

2)Si z=-3i,alors z estun imaginaire pur.

3)Si z=—2,alors iz estun imaginaire pur.

4)Si z=a+ib (ot a€R, beR ), alors

a)Re( z+3 )=Re( 2 )+3 c)Im( 2’ )=b*

b)Re(iz)=b d)Im(2z)=2b

Ex 1-2 : Parties réelle et imaginaire

1) Déterminer les parties réelle et imaginaire de :

3i ; =5 ;0; i*; 3i-2

2) Soit xER et z=(4—2x}+i(5—x).

a ) Pour quelle valeur de x, z est-il réel ?

b ) Pour quelle valeur de x, z est-il imaginaire pur ?

corrections : http:/pierrelux.net

Ex 1-3 : Calculs dans les complexes

1) Déterminer la forme algébrique des nombres :

z,=3+5—i+2(8-5i]

z,=3(—2+5i)(3i—1)

2 ) Déterminer les conjugués des nombres :

z,=5-4(i—3) :

z,=3i(2—i) .

3) Déterminer la forme algébrique des inverses des nombres :

-3 : i:

—5i : 1-2i :

4) Ecrire sous forme algébrique les nombres :

3

i

2431

Ex 1-4 : Réels et imaginaires purs

Soit x€ER et yeR.
Pour quelles valeurs de x et y les nombres ci-dessous sont réels ou

imaginaires purs ?

2,=2x—4i+7 ot z,=3x—2i+4(x+iy)
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1 : Les nombres complexes : point de vue algébrique : exercices - page 2 corrections : http:/pierrelux.net

1

Ex 1-5 : Python : les commandes complexes Z =T ——
BEX1-5: Fyi p 10) zy (5_1.)(2_31.)
Déterminer I’affichage en python correspondant aux instructions saisies.
zl=complex(-2,1)
z2=complex(1,2)
print(z1*z2.real) (-2-17)
print(zl) 1.0
print(z1.imag) (1+23) Ex 1-7 : Parties réelle et imaginaire en fonctionde a et b
print(z2) (-2+13)
print(z1+z2) (-1+33) . _ . N
print(zl+z2.real) (-1+13) Soit z=a+ib (ou a€R, beR).
print(zl.conjugate()) (-2+173)

Déterminer en fonction de a et b les parties réelles et imaginaires de :

1) Z,=2°-2z
Ex 1-6 : Mettre sous forme algébrique - calculatrice
Mettre les nombres complexes ci-dessous sous forme algébrique, puis
vérifier avec la calculatrice : _i

7. =
L 2) Z="_
1) z,=(4-5i)
2) z,=(4—5i)(4+5i)
3 _z—2+i
) T

3) z,=(4+5if

4) z,=2—i(3—4i)(1+i)

5) z.=(1-2if
Conjugué

Ex 1-8: En fonction de Z

4 .3
6) z,=i —i . . _ L .
Ecrire en fonction de Z les conjugués des nombres suivants :

1) Z2,=z-3i 3) Z,=(z—2iiz+4)
7) z,=(1-2i)
8) zy=1-i(2-5i 2) Z,=iz—4 4y 7. 22
) 4=, 3
9) z.=— -
) 2743
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1 : Les nombres complexes : point de vue algébrique : exercices - page 3

Ex1-9: z+Z et z—Z

1) Sans calcul, justifier que z+z' est un réel ?

2) Sans calcul, justifier que z—z' est un imaginaire pur.

Ex1-10: zz

Dans chacun des cas, calculer zZ :

1) z=1+3i
) ,_1-2i
) I= 50

Ex 1-11 : Réel ou imaginaire pur : Calculer le conjugué
Soit z un nombre complexe non nul.

En calculant le conjugué des nombres ci-dessous, déterminer si chacun de
ces nombres est un nombre réel, un nombre imaginaire pur ou ni I’un ni
I’autre.

7,=72+Z

z—Z

7. =

) (ot z n’est pas un imaginaire pur)

z+Z

Z3=zz+ 7

corrections : http://pierrelux.net

Suites et Fonctions dans les complexes

Ex 1-12 : Suites dans les complexes

On considére la suite (U,) a valeurs complexe définie par
u,=1
U, =(1+i)u,

1) Calculer les trois premier termes de cette suite.

2) A quel type de suite réelle ressemble cette suite ?

3) Pourquoi peut-on aussi définir une telle suite dans les complexes.
4) Donner son écriture explicite.

5) Calculer Uu, .

Ex 1-13 : Une fonction dans les complexes

Soit f lafonction définie de € dans C par f(z)]=z2-3iz.
1) Déterminer sous forme algébrique :

a) flil

b) fl1-i)

e

2) Exprimer f(z) en fonctionde f (Z)

Ex 1-14 : Une fonction dans les complexes - invariant
Soit f lafonction définiede C dans C par f(z)]=z—2Z+2 .

1)Onpose z=x+iy ou X et y sont desréels. Donner I’expression
algébrique de f (z) enfonctionde x etde y.
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1 : Les nombres complexes : point de vue algébrique :

2) On appelle invariant de f tout nombre complexe qui est égal a son
image . Existe-t-il des invariants de f ?

Ex 1-15 : Une fonction dans les complexes - invariant
Soit f lafonction définie pour tout complexe z différent de 2i par

2z
fla=—2L-.

1) Calculer I’image de 2, puis celle de 1+i .

2 ) Existe-t-il des invariants de f ?

Equations

Ex 1-16 : Equations du premier degré et équations de second degré élémentaires

Résoudre dans C les équations ci-dessous :

1) (2+4i)z+3—i=5z—i

2) (2—i)z+3-i=3z—i

exercices - page 4

i
3 =4
) z+21

4) z’=-9

5) (z—2if=—4

Ex 1-17 : Systéme d'équation

Résoudre dans C le systéme d'équations

corrections : http:/pierrelux.net

3z,+z,=2-5I
Z1—Z,=2+I
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1 : Les nombres complexes : point de vue algébrique : exercices - page 5 corrections : http:/pierrelux.net

Binome de Newton

Ex 1-18 : Utiliser les parties réelles et imaginaires
Ex 1-19 : Utiliser le triangle de Pascal
Soit z=x+iy (ou x€ER, yeER ).
En utilisant le triangle de Pascal, donner la forme algébrique des

Résoudre dans € les équations ci-dessous : expressions ci-dessous :
1) z°—z=2

1) (1+2ip

2) (i+2)

2) 37°+27+6i2 =0

3) (1-if

Ex 1-20 : Trouver un coefficient sans faire le développement

)12

1) Dans la formule de Newton avec (x+y)*, peut-on trouver un terme

en x'y® . Si oui, quel est son coefficient ?

2 ) Méme question avec x*y®

Ex 1-21 : Déterminer une somme

Montrer que pour tout entier naturel n, Z (—1)F (Z) =0
k=0
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LES NOMBRES COMPLEXES : POINT DE VUE GEOMETRI! JUE
1) REPRESENTATION GEOMETRIQUE

Définition :

On se place dans le plan rapporté a un repére orthonormal direct (O ;7 , V) .

Au point M de coordonnées (a ; b) , on peut associer le nombre complexe z =a+ bi.
On dit que z=a+ bi est'affixe de M ou que M (a ; b) est I'image ponctuelle de z =a+ bi.

Auvecteur 7 de coordonnées (a ; b) , on peut associer le nombre complexe z =a+ bi.
. _— . [} 7 > . [0 . — .
On dit que z =a+ bi est l'affixe de V' ou que V' (a ; b) est 'image vectorielle de z =a+ bi. Lorsqu'on repére un point ou un

vecteur par son affixe dans un repére
orthonormal direct, on dit qu'on se

Exemple : Placer dans le plan complexe, les points d'affixes : , place dans le plan complexe.
[ ] B L ]
z1=2+2i0; z,=3+4i0 ;z;=—1+2i ; z,=2-i
11! [ ]
zs=i; z¢g=—1 ; z;=1 ; zg=—i—3 o o
! 3 ! 2 ! 1 o o 1 ! 2 ! 3
® lg L
Remarque : b M (z)
r=—=—"
I
Si M estlepoint d'affixe z,lepoint M ' d'affixe zZ est - !
v_ I
ol i 1a
I
—bf---'M (2]

Propriétés :

Si M apour affixe z=a+bi et si M "apouraffixe z'=a'+b'i, avec a, b, a’, b ' réels, alors
. levecteur MM apouraffixe z'—z=la'—al+b'=bli|. MM '=|pMdi]|=la' —aP+b'—b)

z+z'
2

. OM= ”W” =Va’+b* . lemilieu 7 de [MM '] a pour affixe z,=

Preuve :
M a pour coordonnées (a ; b et M ' apour coordonnées (@ '; b ') . Les résultats vus en 1ére sur les coordonnées permettent d'écrire :

MM " a pour coordonnées (Z,:Z), donc MM a pour affixe [a "—al+|b'=bli=a'—a+b'i—bi=a'+b'i—la+bi)l=z"'—z

at+a' b+b'
2 72

le milieu 7 de [MM '] a pour coordonnées ( ) , donc son affixe est :

Propriétés :

. Si ¥V apour affixe z et V' pour affixe z ', alors ¥ + 7 " a pour affixe z+z .
. Sikestunréel,alors £ V apour affixe kz.

Preuve :
Soit a+bi et a'+b'iles formes algébriques de z et z .

=3 . a = . a'
Le vecteur V' a pour coordonnées (b et le vecteur V' ' a pour coordonnées (b ,).

. — . taq
On sait alors que le vecteur J + V' a pour coordonnées (g +Z ,).
11 a donc pour affixe :
ata'+b+b'li=a+ta'+bi+b'i=a+bita'+b'i=z+z'.
Si k est un réel, alors on sait que & ¥ a pour coordonnées (IIEZ) ,donc k V7
a pour affixe :

ka+ kbi=k la+bi|l=kz .
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2) MESURES DE L’ANGLE ORIENTE D’UN COUPLE DE VECTEURS NON NULS

Soit " et v deux vecteurs non nuls du plan orienté, O un point quelconque By AF
et C le cercle trigonométrique de centre O.

On considére 4 ' et B’ les points définis par O4 '=ii et OB  =¥.
Les demi-droites [OA") et [OB') coupent le cercle trigonométrique C »
respectivement en 4 eten B.

B A

— 1 . = 1 . L v i
Les vecteurs OA= ”?t” uet OB= w V sont unitaires,
respectivement colinéaires & # et v et de méme sens qu’eux. ® -
Définitions :
On appelle mesures de 1'angle orienté (04, OB] tous les réels de la forme :
. [+ 2k 7t ou [ estlalongueur de l'arc parcouru de A vers B dans le sens directetou k£ € IN
. —['=2km ou [' estlalongueur de l'arc parcourude 4 vers B dans le sens indirectetou £’ € IN.

Remarque : On peut exprimer toutes les mesures sous la forme /+2kmou k € Z .

Les mesures en radian_de I’angle orienté de vecteurs (i7, V) sont celles de I’angle orienté de vecteurs unitaires (04, OB c'est a dire, celles

de I’angle orienté de vecteurs unitaires (ﬁ| u, ﬁl V).

11 en résulte que si x est une mesure de (i, V), alors les autres mesures sont de la forme x+2 kT, k€Z.
On dit que les angles orientés sont définis modulo 2 Tt .

Notations :
. La notation usuelle est (7 v) , mais s’il n'y a aucun risque de confusion, on notera seulement (i, ¥ cet angle orienté.
. Par abus de langage, on confond un angle et ses mesures.
L o T , S T i
On écrit, par exemple, (i, V]= > signifiant qu’une mesure de (i, V) est 5 les autres mesures sont alors de la forme > +2km, keZ.

On écrit aussi i, V)= %4—2 kT, ke Z ouencore (if, V)= %[Zn]

Définition :
Une seule des mesures de 1’angle orienté de vecteurs (i, V) appartient & l'intervalle s w.
On I'appelle mesure principale de 1’angle orienté de vecteurs (i, V).

Remarque :
La valeur absolue de la mesure principale de ’angle orienté de vecteurs (i, V) est la mesure de I’angle géométrique formé par ces deux vecteurs.

3) FORME TRIGONOMETRIQUE

Coordonnées polaires : M (z)

Le plan est muni d’un repére orthonormal direct (0, V), 7
Soit M (a ; b) un point du plan (distinct de O) .
On appelle coordonnées polaires de M , tout couple de nombres réels (r, 0) tel que :

r=0M et  |#,0M]=0+2km ,k€Z il e
ol i
Remarque :

Soit M le point d'affixe x avec x €ER ,ona r=0OM =|x|

Définition :

Tout nombre complexe non nul z peut-étre écrit sous la forme :
z=rlcos0+isin0), avec 0ER et reR].

On dit que z=r(cos® +isin6) avec 6€ER et rER’ estune forme trigonométrique de z.
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Propriété :

Si deux nombres complexes z et z ' sont écrits sous forme trigonométrique z =r(cos® +isin @) et z'=r"(cos®'+isin0 '), ona:
—
r=r

0=0"'[2 ]

'

z=z' o rlcos0+isin0)=r"lcos0 '+isin0’'] <

Preuve : Considérons les points M et M ' d'affixes respectives z et z '. On peut écrire :

z=z'o M=M' o
4) MODULE

Définition :

Soit le nombre complexe z de forme algébrique a+ bi et soit M le point d'affixe z.

On appelle module de z le nombre réel positif r=OM =G’ +5»> . Onnote r=|z|.
Remarque :

La notation ||z| ne risque pas de préter a confusion avec la notation de la valeur absolue puisque lorsque x est un nombre réel, ona r=OM = x/|.
Pour un réel x , x| pourra étre lu indifféremment "valeur absolue de x" ou "module de x".
Pour un nombre complexe non réel z , |z| sera lu impérativement "module de z".

Exemple : - Calculer le module de z,=3+4i : - zz=\]§+i :

Propriétés :

. Soit 7 un vecteur d'affixe z ,ona |[7]|=|

. Soit 4 et B deux points d'affixes respectives z, et zz, on a AB=|,—z|

Preuve :
Si V estun vecteur d'affixe z,ona ¥'=0M avec M d'affixe z . Alors |[/7]|= |bM =OM=|].
Si A et B sont les points d'affixes respectives z, et z, le vecteur AB a pour affixe zz—z,=

Propriétés :

YR e L H
. |—z|=|z| . st z'#0 Z'_Iz’|
’ IZ: || ||+ 7| . zz=|} (onretrouve zzeR")
. +z' 1< z|+ 2 ' 1z
o Eezl=kbE et [2l=l" ( nEN) osiz#0 =i
. siz#0 —:L
zI” []
Preuve :

. Soit M le point d'affixe z dans le plan rapporté au repére (O ; i, ¥) . On peut écrire :

. Le point M ' d'affixe —z est symétrique du point M par rapport a l'origine O.
La symétrie conservant les distances on a :

. Lepoint M '’ daffixe est symétrique du point M par rapport a I'axe (O ; i) .
La symétrie conservant les distancesona: OM ''=OM donc El=|

. Soit ¥ le vecteur d'affixe z et v’ le vecteur d'affixe z .
On sait que le vecteur V+v ' apour affixe z +z ".

En utilisant l'inégalité triangulaire, on a ||\7+ 1/_’T|< ||\7| |+ ||v_'T donc k+z'|<|z+k

. Si z apour forme algébrique z=a+bi etsi z'apour forme algébrique z'=a'+b'i, alors:  exigible
zz'=la+billa'+b'il=aa'+ab'i+a ' bi+bb'i*=laa’—bb')+lab'+a'b)i
Comme (aa '—bb ') et (ab '+ a ' b) sont des réels, on en déduit que :
lez '|=Mlaa "= bb P +lab ' +a' bF)=laa > +bb *+ab *+a 'b)=a* (a >+ b )+ b (a *+b )=+ a *+b )=+ b)\a *+b =z |z |

. |z”]=Jz" se montre facilement par récurrence en utilisant |z-z '|= |z} |z | exigible
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si z'#0 ona,dapres la propriété précédente :

z

Z'

|z|>< 1 = z><—1
’
z z z z

==k =

le‘=|l|:1,donc ‘l’:L et
E1

zz=

z _z

si z#0, Z:E‘W

5) I’ENSEMBLE DES COMPLEXES DE MODULE 1

Définition et notation :

L’ensemble des nombres complexes de module 1 est noté [

Remarques :
. U=
Dans le plan complexe, I’ensemble des points images des éléments de [ est

Propriétés de stabilité :

Soit z et z ' deux nombres complexes appartenant a ’ensemble () .Ona:

.z el . Leu ( z#0 ) . %’E[U (z#0 )

V4

Preuve : Immédiat en utilisant les propriétés des modules

6) ARGUMENT M)

Définition :

Soit le nombre complexe non nul z de forme algébrique a+ bi et soit M le point d'affixe z.

<l
<

NI

On appelle argument de z tout nombre réel 0 tel que 0= (i7, OMT[2 m].Onnote 6=arg|z) @) !

Remarque : 0 n'est pas unique, il est définia 2k 0 prés (k€ Z) c'est-a-dire modulo [2 Tl'] .

Propriétés :
Soit z et z ' deux nombres complexes non nuls d'arguments respectifs © et 0 '.Ona:
. [cos@+isin0)lcos0'+isin® )=cos(0+0')+isin(0+0") arg (zz '|=arg z +arg z ' [21T]
1 . 1
oL —coslolisini—0 L)=-
cos(0)+i sin (0] cos {6)-+4sin (9] ag arg z [27]
cosO+isin® N (a z\_ _ ,
. cose'-i-isine'_cos(e 0')+isin(0—0") arg(z/)—argz arg z [21-(]
« lcos0+isin0)'=cos(n0)+isin(n0) pourtout n€Z arg (z")=narg z [27]
. cosO—isinf@=cos(—0O+isin(—0) arg (z)=—arg z [2ﬂ
. —l(cos@+isin@)=cos(@+m)+isinl0+m) arg (—z)=arg z+m [27]
Preuve :

Ona: z=rlcosO+isin0) avec reR™ et z'=r'(cos0'+isin0’) avec ' €R” .

On montre facilement que : (cos 0 +i sin ) (cos 0 ' +isin 0 ')=cos (0 +0 ') +isin(0+0 ).

On peut en déduire : zz '=rr ' (cos 0 +i sin 0)(cos 0 ' +isin 0 ')= 7' [cos (0+0 ')+ isin (0+0 ']] .
Comme 7' est un nombre réel positif, on a donc arg (zz '|=arg z +arg z ' [211]
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On montre facilement, en utilisant I'expression conjuguée, que :

1_1 1 1 .
édui i —==X——————=—Xlcos (—0)+isin(—0)
On peut en déduire que -7 00 4isn0 7 cos (—0)+isin (—0))

m=cos (—0)+isin(-0)

Comme % est un nombre réel positif, on a donc arg (é)z —0=—argz {2 11] .

Ona:
MZ(COS 0+ sin 9)%2((:05 0+isin0)xlcos(—0 ')+ isin [0 '))=cos(0—0"')+isin(0—0")
cos0'+isin0’ cosO'+isin0’
Alors %=4xw:4x(cos (0—0')+isin(0—0"))
z r cosO "+isin 0 r

r A . z
Comme —; est un nombre réel positif, on a donc arg (—,)Z 06—0'=argz—argz’
r z

Soit P (n) la proposition : (cos 0 +i sin 0" =cos (n0)+isin (n 0) .
Pour n=0,o0na:
cos0+isin0'=1 et cos(0Xx0)+isin(0x0)=cos(0)+isin(0)=1+0i=1 ,donc P (0)est vraie.

Supposons P (n) vérifiée pour un entier naturel n, c'est-a-dire (cos 0 +i sin 0)'=cos (n0)+isin (n 0) .

Alors en multipliant les deux membres par cos 0 +i sin 0, on obtient : ’
[cos 0 +isin 0 "' =[cos(n 0)+isin (0] (cos 0 +isin 0) =cos (n 0+ 0)+isin (n 0+0)=cos ((n+1)0)+isin((n+1)0)
P [n+ 1) est alors justifiée.

On a donc démontré par récurrence que pour tout n€IN, (cos 0 +i sin 0/'=cos (n0)+isin(n 0) .

Lorsque l'on considére un entier négatif, que 1'on peut noter —n avec n€IN , on peut écrire, en utilisant les propriétés déja démontrées :
1 1

(cos O+isin 0]  cosln6)+isin (n 0] ‘
La proposition est donc vérifiée pour tout n€Z . z"=[r(cos 8+isin 0)]'=r"(cos 0+ isin 8 =r"[cos (n0)+isin (n 0]

(cosB+isinB) "= =cos (—n 0)+isin (—n 0)

On peut écrire z"=[r(cos 8+isin0)]'=r"(cos 0+isin 0)'=r"[cos (n0 )+ sin (1 0)]
Comme 7" est un réel positif, on a donc pour tout n€Z : arg (z")=narg z [2 Tl'}

Sachant que cos (—0)=cos 0 et sin(—0)=—sin 0 , on peut écrire : cos 0 — i sin 0 =cos (— 0]+ i sin (— 0]
Alors z=7(cos0—isin0)=r [cos (—0)+isin [—9)] .
Comme 7 est un réel positif, on en déduit  arg (Z)=—0=—arg z {2 Tt]

Sachant que cos (8 +1t)=—cos® et sin (0 +1)=—sin 0 , on peut écrire : —(cos O +i sin 6)=—cos 6 — i sin & = cos (6 + 7t)+ 7 sin (0 4 T
Alors —z=—r(cos® +isin 0)=7r [cos (6 +1t)+i sin (0 + )] .
Comme r est un réel positif, on en déduit  arg (—z)=0 +w=arg z + [21‘(}

Propriétés :

Soit z=r(cos® +isin ) unnombre complexe écrit sous forme trigonométrique. Z et —z ont pour formes trigonométriques :

z=r(cos (—0)+isin (—0)) et —z=rcos (0+T)+isin(0+m)
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- LES NOMBRES COMPLEXES : POINT DE VUE GEOMETRIQUE - MATH EXP chapitre 2 : I’ESSENTIEL DU COURS  http:/pierrelux.net

Représentation
géométrique :

Si M est le point
d'affixe z , le
point M ' d'affixe

z estle
symétrique de M
par rapport a l'axe
des abscisses.

Propriétés :

On se place dans le plan rapporté a un repére orthonormal direct (O ; #, V) .

Au point M de coordonnées (a ; b) , on peut associer le nombre complexe z = a+ bi.
z=a+bi estl'affixede M et M la;b)est'image ponctuelle de z=a+ bi.

Lorsqu'on repére un point ou un
vecteur par son affixe dans un repére
orthonormal direct, on dit qu'on se
place dans le plan complexe.

Au vecteur ¥ de coordonnées (a ; b) , on peut associer le nombre complexe z =a+ bi.
z=a+bi est'affixe de 7 et ¥ (a; b) est 'image vectorielle de z =a+ bi.

Si M apouraffixe z=a+bi et si M 'apouraffixe z'=a'+b'i, avec a, b, a’, b'réels, alors

z+z'
2
. Si 7 apour affixe z et V' pour affixe z , alors V + 7 " a
pour affixe z+z".

. levecteur MM a pour aftixe
z'—z=la'—a)+(b'—b)i

. oM =|[oM| =Va’+p’
VYRS [ e P

. lemilieu 7 de [MM '} a pour affixe z,;=

Si k estun réel, alors & ¥ apour affixe kz.

Angle orienté :

Soit & et V deux vecteurs non nuls du
plan orienté, O un point quelconque
et C le cercle trigonométrique
de centre O .
+,
¥ L

i

On appelle mesures de I'angle orienté (04,0B) tous les réels de la forme :

. [+2km ou I estlalongueur de l'arc parcouru de A vers B dans le sens directetou & € IN

. —1'+2kx ou I' estlalongueur del'arc parcourude A vers B dans le sens indirecteton k&' € IN.
Remarque : On peut exprimer toutes les mesures sous la forme [+2km ou k& € Z .
Les mesures en radian de I’angle orienté de vecteurs (i, V) sont celles de I’angle orienté de vecteurs unitaires (07 m?) .

Il en résulte que si x estune mesure de (i, ) , alors les autres mesures sont de la forme x+2kx , kEZ .
On dit que les angles orientés sont définis modulo 27 .

Une seule des mesures de 1’angle orienté de vecteurs (i, ¥| appartient & l'intervalle |—7; 7] .

(r,0) estun couple de
On l'appelle mesure principale de 1’angle orienté de vecteurs (i, ¥) .

coordonnées polaires

Forme trigonométrique :

N

Tout nombre complexe non nul z=a+ib peut-étre écrit sous la forme :
z=r(cos®+isin0), avec 0€R et reR;
Onditque z=r(cos0+isin0) avec 0€R et r€R. estune forme trigonométrique de z.

a=rcos 0
b=rsin0 Si deux nombres complexes z et z ' sont écrits sous forme trigonométrique z = r (cos 0 + i sin 0] et
z'=r"'(cos®'+isin0'),ona:
’ . H — ! ’ . M ’ r =r '
Propriété : z=z' & rlcos@+isin@)=r'lcos0'+isin0' < ]6:6’[211]
Module : On appelle module de z le nombre réel positif = OM =G>+ b Onnote r=z| .
. Soit V7 un vecteur d'affixe z , on a ||I7.||= 2| . E-z'l=klE'l et |2=z" ( neN )
Propriétés : . Soit 4 et B deux points d'affixes respectives z, et zp si 220 _1
,ona AB=|zB—zA| z |z|
- kl=0ez=0 . siz'#0 == lz!
o zl=E 'kl
= . zz=f (onretrouve zzeR")
. "I< ' . 1_z
btzl<ll+El . siz#0 ;ZLIZ

L’ensemble des nombres
complexes de module 1 :

U=[zeC/|z|=1]
Propriétés :

L’ensemble des nombres complexes de module 1 est noté J
Dans le plan complexe, cet ensemble

Soit z et z ' deux nombres complexes appartenant a I’ensemble [J .On a: est le cercle trigonométrique.

lel]_J e U
z

’

. z el . ( z#0 ) . (z#0 )

Argument :
6 n'est pas unique, il est défini a
2km prés (k€Z)

c'est-a-dire modulo [27] .

Propriétés :

On appelle argument de z (avec z non nul ) tout nombre réel 0 tel que 0= (z‘i oM 211] .Onnote 0=arg|z)

Soit z et z' deux nombres complexes non nuls d'arguments respectifs et 0 '.Ona:

. [cosO+isinB)(cosO '+isin6')=cos(0+8 ')+isin(6+6 ') arg(zz ')=argz+argz’ (2]

. +=cos(01+isin\—9’ arg(i)z—argz [27]
coslf)+isin(6) z

cosf+isin O R , z ,

. %=cos(9—6 J+isin(@—0") arg|— |=argz —argz [2:1]
cosf'+isin 0’ z'

. (cos@+isin@)"=cos(n@)+isin(n@)  pourtout n€Z arg(z")=nargz [2x]

. cosf —isin@=cos(—0O)+isin(—0) arg(2)=—argz [2:7]

. —(cos @ +isin@)=cos @+ )+isin (0 + 1) arg(—z)=argz+ﬂ [27]

. z=r(cosl—0)+isin(—0O)) et —z=r(cos O+ )+isin(0+x))
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Affixes de points et de vecteurs

On se place dans un repére orthonormé (O; u, ﬁ .

Ex 2-1 : Calculs d'dffixes

1) Déterminer les affixes des points suivants :
A(2;0) , B(0;—5) et C(-2;3)

>

2 ) Déterminer les affixes des vecteurs suivants :
—3W ; 5u ; 3u—-5VvV"

3) Déterminer les affixes des vecteurs AB et CD :
A(2;5), B(1;3), C(3;0) et D(-3;2)

Ex 2-2 : Vecteurs colinéaires

1)Soit t daffixe 3—i , A(3,—1) et B(x,3).

Pour quelle valeur de x, t est-il colinéaire 3 AB ?

2)Soit A(3;4), B(1,2) , C(a;0) et D(4;-b).

Pour quelles valeurs de a et b, ABCD est-il un parallélogramme ?

Ex 2-3 : Lire et calculer des affixes

1) Lire les affixes des points A, B et C. B
® 39
A
2 ®
1 il
3 2 -I1 OD'D -_‘II 2 3 4
c
®
2) Lire les affixes des vecteurs :

A_BiA—C»et@»

3) Déterminer les affixes des milieux des c6tés su triangle ABC.

Ex 2-4 : Affixe et parallélogramme

Soit A, B et C les points d'affixes z2,=5—i , zg=4-31 et z,=—2+21,

1) Déterminer l'affixe du vecteur AB .

2 ) Déterminer l'affixe de D tel que ABCD soit un parallélogramme.

3) Vérifier que ses diagonales ont le méme milieu.

Ex 2-5 : Affixes de vecteurs et droites

Soit A, B, C et D les points d'affixes z,=4+i , zz=3—2i | z.=—4+3i
et ZD:—1+9i .

Déterminer les affixes des vecteurs AB et DC .

Que peut-on dire des droites (AB) et (CD) ?
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Ex 2-6 : Affixes, centre de gravité et points alignés Ex 2-8 : Ensembles de points

Soit A, B et C les points d'affixes z,=3+2i , z,=4—3i et z,=—2+2i . | Dans le plan complexe muni d'un repére orthonormé (O; U™, V'], déterminer
1) Déterminer l'affixe du centre de gravité G de ABC. dans chacun des cas I'ensemble des points M d'affixe z=x+iy

(Le centre de gravité G vérifie GA + GB+GC = 0 )
1) 3z+5iz=7-2i

2 ) Déterminer l'affixe du milieu I de [BC] et montrer que les points A,I et
G sont alignés.

2) (1-2i)z+(1+2i) z = 2z

Ex 2-7 : Affixes et centre de gravité

Soit A, B, C et D les points d'affixes z,=3i, zzg=4+i , zo=2—-3i et
Zp=—2-1,

1) Déterminer les affixes des vecteurs AB et DC . Que peut-on en
déduire ?

—_—— = ——= —

2) Soit G tel que 2GA—-GB+2GC= 0 . Déterminer l'affixe de G.

3) z24z€R

3 ) Montrer que G est le centre de gravité de ACD.

18/144



http://pierrelux.net/

2 : Les nombres complexes - point de vue géométrique : exercices - page 3

4)(1+z)(i+z) € IR

z+1-2i
— €

z—3+2i

z+1-2i

z—3+2i

€iR

Modules

Ex 2-9 : Calculs

Déterminer le module des nombres complexes ci-dessous :

2,=2-3i

7,=3+4i

Ex 2-10 : Calculs

1) Soit z un nombre complexe de module r .

Déterminer |—z| et liz| .

z.=31 et z;=5-2i .

3 ) Déterminer le module des nombres :
2:5; 30 =20 ; —1—i; \3+i ; V3-3i

Ex 2-11 : Appliquer les formules

z,=(1+i)(2—31)

2,=(5+2i)+(3—i)

Déterminer le module des nombres complexes ci-dessous :

corrections : http://pierrelux.net

2) Déterminer les longueurs AB et CD avec Z,=2+3i, z;=1+4i
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s = 2+i
1
z,=(1-i}!

Ex 2-12 : L’ensemble [
Montrer que les nombres complexes ci-dessous appartiennent a
I’ensemble (.
z
BB, B n

Z B 5 Lo T 373" 4

Ex 2-13 : Ensembles de points

Dans chacun des cas, déterminer géométriquement l'ensemble des points M
dont l'affixe z vérifie :

1) |z—3-2i]=5

2) |z—2—il=|z+5—1

3) [z+i=[z—1]

corrections : http://pierrelux.net

Arguments

Ex 2-14 : Lecture graphique

Lire le module et un argument des
affixes des points de la figure : 1

Ex 2-15 : S'aider de la représentation graphique

Dans le plan complexe muni d'un repére orthonormé (O; W,V ),

représenter, puis déterminer le module et un argument des nombres :

zy==1+i z,=-1-i z;=—4  z,=3i
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Ex 2-16 : Avec la calculatrice

En utilisant la calculatrice déterminer un argument des nombres complexes
ci-dessous :

Ex 2-17 : Appliquer les formules

Soit z un nombre complexe de module r et d'argument 6 .
Déterminer en fonction de 6 les arguments ci-dessous :

arg~z) , argliz] , argl7’) et arg(_%)

Ex2-18:
. T
Soit z un nombre complexe de module 1 et d’argument 3 27].

Déterminer le module et un argument de :

z,=2z , z2,=Iiz | 2,=—3z |, z,=—3iz |, 2;=Z

Ex 2-19 : Représenter graphiquement

représenter les points M d'affixe z tels que :

1) aglz=3 (27

2) arg[z):_T2Tc [27]

corrections : http://pierrelux.net

Dans le plan complexe muni d'un repére orthonormé (O; U™, V7,
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Forme trigonométrique
Ex 2-20:

Déterminer une forme trigonométrique des nombres complexes ci-dessous :

z,=—3i
z,=4-4i
z,=—3+3i

Ex 2-21 : Forme trigonométrique ou pas ?

Les nombres complexes ci-dessous sont-ils écrits sous forme
trigonométrique ?

s

1) 21:3(cos(4 fisin(i)

wla ax

Ex 2-22 : De la forme trigonométrique a la forme algébrique

Déterminer la forme algébrique des nombres complexes ci-dessous :

1) ZIZZ(COS(%)HSin(%))

2 s el )

3) 2=3(cos{ X +isin(

N

corrections : http://pierrelux.net

Ex 2-23 : Ecrire sous forme trigonométrique

Ecrire les nombres complexes ci-dessous sous forme trigonométrique

b =5 o)

2) 2==3cos( % |visin( 7|

3) z3:3(cos(%)+isin(%))

Avec des suites

Ex 2-24 : Conjecture avec Python A pgthOﬂ

Soit la suite (Z,.) de nombres complexes définie par :

1) Calculer z,, z,, Zyet 2, .

2 ) On considére le programme ci-dessous écrit en Python :

from math 1mport sqrt complex(a,b) permet de définir le

. nombre complexe a+ib
def suite(n):

z=complex(2,0)

for k in range(1,n+1):
z=z*complex(sqrt(3)/2,-1/2)
r=abs(z)

return(r)

abs(z) retourne le module du
nombre complexe z

OO UTLAE WN -

print(suite(10))
print(suite(20))

print(suite(30))

Le programme affiche :
>>>
1.999999999999999
1.9999999999999978

1.999999999999997
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a ) Que renvoie la fonction suite() ? Ex 2-25 : Baccalauréat S — Antilles-Guyane 22 juin 2015 — ex 3

Complexes — suite géométrique — géométrie - inégalité triangulaire

On appelle C I'ensemble des nombres complexes.
b ) Que peut-on conjecturer ? Dans le plan complexe muni d'un repére orthonormé (O, I;, T:] on a placé un point
M d'affixe z appartenant 4 C, puis le point R intersection du cercle de centre O pas-
sant par M et du demi-axe |O ; H]

c ) Démontrer cette conjecture. M

1. Exprimer l'affixe du point R en fonction de z.
2. Soitle point M' d’affixe =’ définie par

o 1(z+lzl
2l 2

Reproduire la figure sur la copie et construire le point M.

Partie B

On définit la suite de nombres complexes (z,) par un premier terme zj appartenant

, . a C et, pour tout entier naturel n, par la relation de récu.rence :
3 ) Démontrer que pour tout entier naturel n,ona:

zn +lznl
4

Zn+l =
—n

6

arg(z,)= [27]

Le but de cette partie est d'étudier si le comportement & l'infini de la suite (|zy])
dépend du choix de z,.

1. Que peut-on dire du comportement 4 I'infini de la suite ({|z,]) quand 2y est
un nombre réel négatif?

2. Que peut-on dire du comportement i I'infini de la suite (|z,]) quand z est
un nombre réel positif?

3. On suppose désormais que zgn'est pas un nombre réel.

a. Quelle conjecture peut-on faire sur le comportement a I'infini de la suite
(Izul) ®

b. Démontrer cette conjecture, puis conclure.*

émontrer que pour tout entier nature +3 €st un imaginaire pur.
4)D t tout ent turel k, Zg.; est
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NOMBRES COMPLEXES ET TRIGONOMETRIE

1) TRIGONOMETRIE

A) FORMULES D’ADDITION

Propriétés :

YaceR etV beR,ona:
cos la— b)=cos a cosb +sin a sin b ;

sin (@ — b)=sin a cos b —sin b cos a ;

cosla+b)=cosacosbh —sinasinb

sin (@ + b)=sin a cos b +sin b cos a

Preuve :
e cosla—b)=cosacosh+sinasinb

On considére le cercle trigonométrique C de centre O muni du repére orthonormal

direct (0 ;7 7).

Onnote A et B les points de C , définis par (7, OA)=a et i, OBJ=b .

Les coordonnées de 4 et de B sont respectivement

D’autre part, on a :

(04, 0B]=

(la propriété utilisée est la relation de Chasles)

Calculons alors de deux maniéres le produit scalaire OA-OB :

" qgvec les coordonnées :

" enutilisant cos (O_A' @7 :

Ainsi cos (@ — b)=cos a cosb +sin a sin b

Pour les trois autres formules, il suffit d’appliquer cos (a — b)=cos a cos b + sin a sin b aprés les modifications suivantes :

cos la+b)=cosla—(-b)) ...

sin(a+b)=cos(%—(a+b))=cos((%—a)—b)=...

sinla —b)=sinla +(-b))= ...

Exemple :
En remarquant que r_r rn on peut calculer les valeurs exactes de cos s et sin LS

quantque 137374 0P 12 12
* cos I _

127
* sin I _

12

B) FORMULES DE DUPLICATION ET DE LINEARISATION
FORMULES DE DUPLICATION FORMULES DE LINEARISATION

Propriétés :

YaceR ,ona:
e sin2a=2sin acosa
_ 2 -2
® cos2a=cos a—sin a

=2cos’a—1
=1-2sin’a

2, _l+cos(2a)

e cCoOs gq=—m———
2

.5 _1—cosl2al

¢ sin‘a=—— "

Nombres complexes et trigonomeétrie - cours éléve - auteur : Pierre Lux - page 1/2
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Preuve :
En prenant h=a , dans les formules précédentes on obtient sin 2a =2sin acosa et cos2a = cos’a —sin’ a.
cos2a=2cos’a—1etcos2a=1-2sin’a

En utilisant la relation cos” @ + sin” @= 1 , on obtient

On en déduit les deux derniéres formules.

2) NOTATION EXPONENTIELLE D’UN NOMBRE COMPLEXE

D'apres les résultats précédemment démontrés, 1'argument du produit de deux nombres complexes est égal a la somme des arguments de ces deux

nombres . C'est-a-dire que la fonction f :0 +—cos0+isin® esttelleque f(0+0'|=7(0)x (0"

Elle vérifie donc I'équation fonctionnelle caractéristique de la fonction exponentielle.
Notation : Pour # €R, on note cos 0+isin0=e'® et parconséquent pour r€R.,ona rlcos0+isin0)=re’
Cette notation est appelée notation exponentielle.

Propriétés :

Les résultats déja vus s'écrivent, avec la notation exponentielle :

i i _ ilo+6) - i
e Xe =e 0~ © € TE

Remarques :

. Lapropriété e ”xe? =¢'?*"" facile a retenir, permet de retrouver les formules d'addition :

En effet, on a d’une part : ¢'?*'=cos (6 +6 )+isin(0+6 )

Etd’autre part : ¢'?X e’ =(cos@+isinf)(cosO '+isinh ')=...=(cos cos @ '—sin O sin O ')+isin O cos O "+cos O sin O '
En identifiant les parties réelles et imaginaires, on obtient :

et

. Lapropriété [¢'°f=¢’'® permet, en procédant de la méme fagon, de retrouver les formules de duplication :

cos 2 0 =cos’ 0 —sin’ 0 et sin 20 =2sin 0 cos 0

3) FORMULES DE MOIVRE ET D’EULER

On montre facilement :

Propriété : FORMULES D’EULER

Pour tout réel 6 ,0ona:

Remarque :

I1 est souvent utile de retenir les formules ainsi :

Propriété : FORMULE DE MOIVRE

Pour tout réel €, et pour tout entier naturel n ona:

®)=¢"" = (cos@+isin@)'=cos(nB)+isin(no)

Nombres complexes et trigonométrie - cours éléve - auteur : Pierre Lux - page 2/2
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Formules d’addition :

cos (a— b)=cos a cosb +sina sin b cos (@ +b)=cosacos b —sinasin b
VaeR etVbeR,ona: |sin(q—b)=sinacosb—sin bcos a sin (@ + b)=sin a cos b +sin b cos a
N

Formules de duplication :

e sin2a=2sin acosa

Ya€R ,ona: ) )
® cos2a=cos a—sin"a

= 2cos’a—1

/ =1-2sin’a

Formules de linéarisation :
2, _1+cos(2a)
g=-Tcos\caj

e cos 2
Ya€eR ,ona:
.2 _l—cosl2a)
e singa=—_——
2

Notation exnonentie]l/e d’un |Pour 6 €R, on note cos 0+isin0=e'® et parconséquent pour r€R. ,ona rlcos0+isin0)=re’
nombre complexe : Cette notation est appelée notation exponentielle.

Les résultats déja vus s'écrivent, avec la notation exponentielle :
Propriétés : _ ) ) 1 ) ) eif ) )

e,(aXeze’:exrﬁww ?:eﬂ—e‘:e—tﬁ erzw—el

e e

(eiﬁ)n:einﬁzeniﬂ ,I’IGZ ?:eﬂ'ﬂ _ei9:ei\9+m

. Lapropriété exe? =¢'*?", facile a retenir, permet de retrouver les formules d'addition :

En effet, on a d’une part : e'*?'=cos(0+6 ')+isin (6 +6 ')

Et d’autre part :

e'!xe'’ =(cosO+isinf)(cos @ "+isinf ')=..=(cos @ cos @ '—sin @ sin O ')+isin O cos O '+cos O sin O’
En identifiant les parties réelles et imaginaires, on obtient :
cos(0+60 ')=cosB cos @ '—sin @ sin 6’ et sin(0+6')=sinfcosB '+cosH sinh '
. Lapropriété (e'°f =¢*’® permet, en procédant de la méme fagon, de retrouver les formules de duplication :
cos20=cos 0 —sin’ 0 et sin 20 =2sin 0 cos 0
Formules d’Euler : Pour tout réel #,ona:
i —i0 i0 —if
+e . e’ —e
cosf=—-— et sinf=———
2 2i
Il est souvent utile de retenir les formules ainsi :
e’+e"=2cosf et e’—e’"=2isin6
Formule de Moivre : Pour tout réel 6, et pour tout entier naturel # ona:
e)=e¢"" & (cosO+isinB)'=cos(nB)+isin(nb)
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Trigonométrie

2 ) On donne cosa= (ou aE[O;%] ).

Ex1 : En fonction de cosx et sinx En calculant cos(2a), trouver a .

Exprimer en fonction de cosx et sinx .

a) COS(X*%)

b) sin(x—%)

(3]
c) cos 3 X

Ex 3 : Equations

Trouver les solutions réelles des équations ci-dessous :

a) sin(2x)=cosx

d) sin (—%—x)

Ex2 : cos(2a) , sin(Za)
1) Peut-on avoir :

a) cos(2a)=2cos(a

b) 3cos(2x)+2sin*x=0

b) sin(2 a)=2sin(a)
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Ex 4 : Simplification

X x\. [x
Simplifier P =cosxcos|— |cos —)sm (—
2 4 4

71 (7
Ex 5 : Valeur exacte de cos|—— | et sin{—
12 12

T

77
a ) Exprimer —— en fonction de T oetde & .
12 4 3

7 7
b ) Déterminer la valeur exacte de cos (1—;) et celle de sin (H) .

)

La notation exponentielle

Ex 6 : Mettre sous forme exponentielle

Mettre sous forme exponentielle les nombres complexes :

zl=—\/§+i

z,=—2-2i

z,=3—i\B

z,;=4+4i

corrections : http:/pierrelux.net

z
, . . 2
En déduire les formes exponentielles de Z,Z, ,de Z3Z,Z5; etde — .

Ex 7 : Mettre sous forme algébrique

Z3

Mettre sous forme algébrique les nombres complexes :

in

Aa2
z,=4e

z,=e

3n
z,=2e

Ex 8 : Mettre sous forme exponentielle

Les questions sont indépendantes.

1) On pose z=3-i\B

a ) Déterminer l'écriture exponentielle de z .

b ) En déduire les écritures exponentielles de :

z,=3z
z,=iz
z,=—2z2
z,=—4iz
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2)Soit z=re' (o r>0).
Déterminer 'écriture exponentielle de :

—Z

NI

3) Soit a€R . Déterminer I'écriture exponentielle des nombres suivants :

cosa—isina

sina+icosa

—sina+icosa

Ex 9 : Valeur exacte de €0S(7;) etde sin(;)

V6-iv2
2
1) Déterminer les formes exponentielles de z, etde z, .

Soit z,= t Z,=1+i ,

2) En déduire celle de Z=2,z,

3) Déterminer la forme algébrique de Z.

4) En déduire la valeur exacte de COS(73) etde Sin(y)

corrections : http:/pierrelux.net

Ex 10 : Retrouver des formules de trigonométrie

En utilisant la forme exponentielle, exprimer les expressions suivantes en
fonction de cosx etde sinx .

T
—+
cos( ) x)

sin[Z—x
27

Ex 11 : Un calcul pas si compliqué ...

3+N§)4.

Déterminer le module et un argument de ( PRT
—2i
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Formules d’Euler et formule de Moivre

Ex 12 : Reconnaitre les

Soit X un nombre réel.

formules d’Euler

Ecrire sous forme algébrique les nombres complexes ci-dessous :

a:?’(eix_'_e—ix)

b=e *—e

i7x —i7x

c=e "+e

d:eiZX_ —2ix

Ex 13 : Simplification d'écriture

Simplifier 1'écriture du nombre suivant : b:(e""—e””)Z—(e""+e’”’)2

Ex 14 : Utilisation du demi-angle : un grand classique

Soit 0€]0;2mx] .
1) En factorisant par ei

a=1+e".

o
2, déterminer le module et un argument de

2) Faire de méme pour b=1—¢" .

a
3 ) Montrer que B est un imaginaire pur.

Ex 15 : Linéarisation et formules d'Euler : cos’ x

corrections : http:/pierrelux.net

Soit n€IN . Linéariser cos"x , c'est1'écrire en fonction de sommes de

cos(px) ot peN .

1) Développer (a+b)’ .
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2 ) En utilisant les formules d'Euler, montrer que : La linéarisation est un outil important pour déterminer des primitives.

1 . . . » e e
5 5ix 3ix ix ix 3ix 5ix
cos x=§(e +5e7+10e"+10e "+5e "+e ) Ex 16 : Linéarisation et formules d'Euler : sin*x

1) Développer (a+b)* et en déduire le développement de (a—b)* .

2 ) En utilisant les formules d'Euler, montrer que :

sin4x:i(e"4x—4 e +6—4e 4o )
16

3) En utilisant a nouveau les formules d'Euler, en déduire la linéarisation
de cos’x .

3) En utilisant a nouveau les formules d'Euler, en déduire la linéarisation

.4
de sin"x .
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Ex 17 : Linéarisation et formules d'Euler : sin’x

Linéariser sin’x . (I'écrire en fonction de sommes de sin(px) ou p€N )

Ex 18 : Déterminer des sommes trigonométriques trés connues

1) Montrer que cos(n6)=%Rel(e”)"] et sin(n@)=Iml((e”]")

Z sin(k0)
k=0
Montrer en utilisant la question 1) et les formules d'Euler que :

2)Onpose C, =2 cos(kf) et S,=
k=0

sin((n+1)%)
C"=Cos(nﬂ —
2 sin(E)

sin([n+ 1)

N @

)

et S,=sin nf

2 sin (ﬂ)
2

Avec des suites

Ex19: D’aprés Baccalauréat S — Pondichéry 8 avril 2014 — ex 3

corrections : http:/pierrelux.net

Complexes — suite géométrique — algorithme — géométrie

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé [D, u, v
Pour tout entier naturel n, on note Ap le point d'affixe z,; défini par :

P £ P
= et zZps1= 1 4|zn.

On définit la suite (ry) par ry = |2g| pour tout entier naturel n.

3 V3
1. Donner la forme exponentielle du nombre complexe 1 + Ti'

3
2. a. Montrer que la suite (ry) est géométrique de raison TR

b. En déduire I'expression de ry en fonction de n.
c. Que dire de la longueur O Ay, lorsque n tend vers +oo?

3. On considére I'algorithme suivant :

from math import sqrt
R=1
n=0
p=float(input("p="))
while (R>p):
n=n+1
R=sqrt(3)/2*R
print(n)

OO UT A WN R~
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a. Quelle est la valeur affichée par I'algorithme pour P= 0,57
b. Pour P=0,01 on obtient n= 33. Quel est le rile de cet algorithme ?

4. a. Démontrer que le triangle O Ay Ap+ est rectangle en Apyq.
b. Onadmet que z, = rye'’ .
Déterminer les valeurs de n pour lesquelles A, est un point de l'axe des
ordonnées.

c. Compléter la figure donnée en annexe, 4 rendre avec la copie, en repré-
sentant les points Ag, A7, Ag et Ag.

Les traits de construction seront apparents.

Az Az

Ay
A

Ao
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LES NOMBRES COMPLEXES : EQUATIONS POLYNOMIALES

1) EQUATION DU SECOND DEGRE A COEFFICIENTS REELS

Propriété :

L'équation az’ + bz +c¢=0, 0l a, b et ¢ sont des réels (avec a#0) admet dans € deux solutions (éventuellement confondues).
Soit A =h*—4 ac le discriminant de I'équation. A est un nombre réel.

. . -b—VA —b+VA
. siA >0, les deux solutions sont réelles : z;=—F—— et Z, =
2a 2a
. si A<O0,les deux solutions sont des nombres complexes non réels, conjugués I'un de l'autre :
-b—iv=~A —b+iVv=A
;= et Zy=—
2a 2a

PPN . 2 _
Le trindme az*+ bz +c peut alors se factoriser sous la forme az’+bz+c=a(z—z,)(z—z,) .

Preuve :
On considére 1'équation az’ + bz +c¢=0, ol a, b et ¢ sont des réels (avec a#0)
. > 2, b c b b c) (( b)2 b274ac) ( b )Z A
t az’+bz+tc=alz’+=z+=|=a z+—)£——+— =a\lzt— | ———— |Fallz+— | ——
On peut écrire ( a a) (( 2a 4a4* a 2a 4 g 4q°
si A >0, I'équation a deux solutions réelles, et deux seulement .

—b—A —b+ A

Comme R cC ,I'équation a donc deux solutions complexes et deux seulement qui sont: z,= 2 et z,= 2
a a
. " . . , b
si A =0, I'équation a une solution réelle z = 54
siA<0, —A>0 eton peut écrire : La démonstration fait apparaitre la
on obtient alors : factorisation du trindme az*+ bz + ¢ sous la

forme az’+bz+c=alz—z)(z—z,).

—b—i=A
2a

_—b+ivEA

On en déduit que I'équation  az” + bz + ¢ =0 a deux solutions complexes qui sont : z,= et z,= 7
a

Ces deux solutions sont des nombres complexes non réels, conjugués 1'un de 'autre.

2) POLYNOMES

Définitions :

Soit un entier naturel n et a,, a,, ..., @, desréels.
Une fonction polyndme 2 coefficients réels ( ou polynéme), est une fonction souvent notée P définie sur € qui admet une
unique écriture sous la forme :

n—1

P(z)=a,z"+a, 2" '+...+a, z+a,
Le polyndéme nul est le polyndme P défini pour tout nombre complexe z par P(z)=0 .
Si P n’est pas le polynéme nul, n est le degré de P

On appelle racine du polyndéme P tout nombre complexe z, tel que P(Zo) 0.

Exemples :
P, (Z):S

P,(z)=52'-22°+1
P,(z)=122"

Remarque :

On admet ( ce qui est du bon sens) qu’un polyndme est le polynome nul si et seulement si tous ses coefficients sont nuls.

Les nombres complexes : équations polynoémiales - cours éléve - auteur : Pierre Lux - page 1/3
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3) FACTORISATION DES POLYNOMES

Définition :

On dit qu’un polynome P est factorisable (ou divisible ) par z—a s’il existe un polynéme Q tel que pour tout z€C :

P(z):(z—a)Q(z)

Exemple :

P(z)=42*-25

Propriété :

Soit un complexe @ et n un entier naturel .
Pourtout z€EC , z"—a" est factorisable par z—a et:

"—a"=(z—a)lz" a2 P +a "+ L +a" Pz 4a" ) =(z—a) Z a2t

Preuve : exigible

Si a=0, la propriété est évidente.
Supposons maintenant a #0 .

Dans les complexes, les propriétés calculatoires sont identiques & celles que nous avons dans R .

On en déduit donc que la formule permettant de calculer la somme des termes consécutifs d’une suite géométrique reste vraie dans C .

Pour tout nombre complexe ¢ , on a donc :

z
En remplagant g par " dans ’égalité précédente, on obtient :

z
= ——1=
a
n n n—1 n—2 n—=3 2 n—1
z —d z—a a a
= = + + +...+
n n—1 n—1 n—1 n—1
a a
n ( n 2 n=3 2 —l)
R Z"—a" _(z—a)lad" '+d" Cz4a" . 4z
n - n—1
a aa
- - -3 2 -1
Z"—a _[z—a)(a" a2 zra" P 4
= no n
a a
-1 —2 -3 2 -1
= z"—a"Z(z—a)(a" va" lzwa" e Y

Propriété :

Soit un complexe a .
Un polynéme P est factorisable par z—a si et seulement si a est une racine de P .

Les nombres complexes : équations polynomiales - cours éléve - auteur : Pierre Lux - page 2/3
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Preuve : exigible

Si P est factorisable par z—a , il est immédiat que a est une racine de P .
Montrons la réciproque :
Soit P un polynéme a coefficients réels de degré n .

n—1

On peut donc écrire P sous la forme P(z)=a,z"+a,_ z" '+...+a,z+a, ou a,, a,,..., @, sontdes réels.

On a alors

P(z)—Pla)=

Or d’apreés la propriété précédente, il existe des polynéomes Q, , Q,_;, ..., Q, tels que:

n n_

"—a"=(z—a)Q, , " '=a" '=(z—a)Q,_, , ..., Z—a’=(z—a)Q,

On en déduit que :
P(z)-Pla)=

Ainsi P(z)—Pla),c’estadire P(z) (étant donné que P(a)=0 ) est bien factorisable par z—a

4) DEGRE ET RACINES

Propriété :

Un polynéme non nul P, de degré n , admet au plus 7 racines.

Preuve : exigible

Soit la propriété  H(n) : «L’équation P(z)=0, ot P est un polyndme de degré » a un nombre de solutions inférieur ou égala 7 » , o0 n€N’
Montrons cette propriété par récurrence.

Initialisation :

Toute équation du premier degré du type az+b=0 a au plus une solution . Donc H (1) est vraie.

Hérédité :

On suppose H(n) vraie pour un entier naturel 7 supérieur ou égal a 1 fixé, c’est a dire :

L’équation P(z)=0, ou P est un polynome de degré n a un nombre de solutions inférieur ou égal & # . (HR)

Montrons que H(n+1) est vraie, c’est a dire :

- Si P n’a pas de racines, alors I’équation P(z)=0 a bien sir moins de n+1 solutions.

- Si P a eu moins une racine complexe a , alors il existe un polyndme Q de degré n tel que

Conclusion :

H(n) est vraie pour tout n€N" .

Les nombres complexes : équations polynémiales - cours éléve - auteur : Pierre Lux - page 3/3
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Equation du second degré a L'équation az’+ bz +c¢=0, 0l a, b et ¢ sont des réels (avec a#0) admet dans C deux solutions
coefficients réels : (éventuellement confondues).

Soit A =h*—4 qc le discriminant de I'équation. A est un nombre réel.

. . —b—VA —b+VA
. si A >0, les deux solutions sont réelles : ;= et Z, =
2a 2a
. si A<O, les deux solutions sont des nombres complexes non réels, conjugués I'un de 1'autre :
—b—iv=~A —b+iVv=A
= et Z, =
2a 2a

A . 2 —
Le trindme az>+ bz +c peut alors se factoriser sous la forme az’+bz+c=a(z—z)(z—z,) .

cSolve(S- 22— 10+15- z- i=0,z)

z=-forz=-2-1¢

Avec une Ti-spire cFactor(S- 22—10+ 1!5= 2 z‘,z)

5 (z+7)- (z+2- 4)

Polynéme : Soit un entier naturel 7 et a,, @, , ..., a, desréels.

Une fonction polyndme a coefficients réels ( ou polynome), est une fonction souvent notée P définie sur €

qui admet une unique écriture sous la forme :
P(z)=a,z"+a, z

n—

'+...+a, z+a,

On admet ( ce qui est du bon sens) | L€ polynome nul est le polynéme P défini pour tout nombre complexe z par P(z)=0.

qu’un polyndme est le polyndme
nul si et seulement si tous ses
coefficients sont nuls.

Si P n’est pas le polyndme nul, 7 est le degré de P

On appelle racine du polynéme P tout nombre complexe z, tel que P(z,)=0 .

Factorisation des polynémes : Un polynéme P est factorisable (ou divisible ) par z—a s’il existe un polyndme Q tel que pour tout z€C :
P(z)=(z-a)Qlz)
Propriété : Soit un complexe @ et 7 un entier naturel .

Pour tout z€C , z"—a" est factorisable par z—a et:

n—1
-1 2, 2 _n-3 -2 -1 K _n—1-k
"taz"C+a "+ . +a" z+a" )Z(Z—a) a z

k=0

Soit un complexe a .

Propriété : N . . . .
- Un polyndme P est factorisable par z—a si et seulementsi @ estune racinede P .

cFactor(z4+3- 23—9- 22+3- 2—10,2)

(z-2)- (z+5)- (z-i)- (z+4)

Avec une Ti-spire

Degré et racines : Un polynéme non nul P, de degré n , admet au plus # racines.
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Eguations
5) l=y3
z

Ex 4-1 : Equations du second degré

Résoudre dans C les équations ci-dessous .

1) z2-2z+2=0

2) 272-22z+3=0

Ex 4-2 : Equation de degré 3 : factorisation immédiate

Résoudre dans € l'équation 3z°—2z°+z=0 (E)

3) 27°-2z-3=0

Ex 4-3 : Equation de degré 4 : se ramener a un équation du second degré

Résoudre dans € l'équation z*+5z°+6=0 (E).

4) z+l:1
Z

38/144



http://pierrelux.net/
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Ex 4-4 : Avec l’inverse : se ramener a un équation du second degré 2) Résoudre dans C l'équation f(z)=0 .

re Je . 1 1
Résoudre dans € 1’équation 7*’;*’2:0 )
z

3) Soit A, B, C et D les images des solutions de 1'équation précédente.
Ex 4-5 : Systéme Montrer que ces points sont sur un méme cercle dont on déterminera le
742 =6 centre et le rayon.

Résoudre dans C le systéme 22 =12

Ex 4-6 : Equation de degré 4 : images des solutions sur un cercle Ex 4-7 : Somme et produit des racines

Soit f(z)=z4—\2z3—4\Rz—-16 .

1) Trouver deux réels a et b tels que f(z)2(22+4)(zz+az+b) . 1) Soit 2, et 2, les solutions de I'équation a coefficients réels

2
az'+bz+c=0.

c
Montrer que z,;+z,=—— et Z,Z,=— .
a a
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Ex 4-9 : Factoriser un polynéme de degré 3
Soit P(z)=Z+6z°+13z+10

1) Calculer P(-2)
2) En déduire une factorisation de P(z) dans les réels

2 ) Soit Z, et Z, deux nombres de produit P#0 et de somme S.

Montrer que Z; et Z, sont solutions de I'équation x2—Sx+P=0 .

3) Soit Z; et Z, les solutions de 'équation 2z2—3z+3=0.

. S -1
Sans résoudre 1’équation, calculer le module de z, "+z, .

Ex 4-10: Factoriser un polynéme de degré 3

Soit Q(z)=8z—1 . En factorisant, résoudre ’équation Q(z)=0 dans
C.

Factorisation
Ex 4-8 : Factoriser des polynémes du second degré

Factoriser les polyndmes ci-dessous dans C :

1) P(z)=2*+9

2) Qz)=2z"+2z+1

3) R(z)=32%+V3z+1
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Ex 4-11 : Factoriser un polynéme de degré 4

Soit P(z)=z'-52+72"~52+6 .

1) Démontrer que pour tout complexe z ,ona: P

N
I}
o

)

2 ) Déterminer une racine imaginaire pure évidente de P.

3) Quelle autre racine la question 1 permet-elle de trouver ?

4 ) Factoriser P(z) dans les réels.

Ex 4-12 : Factoriser un polynéme de degré 4

Soit P(z)=z*'+62’+152+18z

1) Déterminer un réel a tel que P(z)Z(zz+32)2+a(zz+3z)

2) Factoriser P(z) dans les réels et résoudre 1’équation P(z)=0 dans €

: exercices - page 4

corrections : http://pierrelux.net

Ex 4-13 : Factoriser un polynéme de degré 4
Soit P(z)=z'-22'+1227—82+32

1) Démontrer que 2i et —2i sont des racines de P.

2) Justifier que P(z) peut étre factorisé par z°+4 .

3) Déterminer I’ensemble des racines de P dans les complexes.

Avec des coefficients complexes

Ex 4-14 : Racines carrées d’un nombre complexe

Soit un nombre complexe c=a+ib ol a et b sont des réels.
On cherche les éventuels nombres complexes vérifiant I’équation z°=c (E)
1) Casou b=0 :

a ) Que peut-on dire de la nature de ¢ ?

b ) Déterminer I’ensemble des nombres complexes solutions de (E).
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2)Casou b#0 : Ex 4-15 : Application de I’exercice précédent

On pose z=x+iy ou x et y sont des réels. 1) Déterminer les solutions de 1’équation z°=—2+2iv3 (E,)
X'—y’=a

a) Montrer que si x et y existent alors : nyi b_

b ) Montrer que x*+ y*=va’+b

2) Soit le polynéme P(z)=z'+47’+16

a ) Combien P a-t-il de racines au maximum ?

c) En déduire x* et y*.

b ) Résoudre I’équation Z°+4Z+16=0 (E).

¢ ) En déduire I’ensemble des racines de P.

d) Que peut-on dire du signede x et y si b>0 ?

En déduire que (E) a deux solutions et exprimer les solutions en fonction

de a et b.
d ) Justifier que les racines obtenues sont constituées de deux paires de
racines conjuguées.

e ) En procédant de la méme facgon, traiter le cas b<0 . Ex 4-16 : Factoriser un polynome de degré 3

Soit R(z)=z’—(1+i)z+z—1—i

1) Trouver une racine évidente de R.

2) En déduire une factorisation de R dans C .
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Ex 4-17: Equation de degré 3 a coefficients complexes
Soit P(z)=23—(16—i)z°+(89—16i)z+89i .

1) Calculer P(—i].

2) Trouver deux nombres réels a et b tels que P(z)=(z+i|(z’+az+b).

3) Résoudre dans € T'équation P(z)=0 .

Sur tout le chapitre des complexes

Ex 4-18 : Baccalauréat S — Antilles-Guyane 11 septembre 2014 — ex 4

: exercices - page 6

Complexes — équations — ensembles de points

On note C I'ensemble des nombres complexes.

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé (O, i_;, T;] On prendra comme
unité 2 cm sur chaque axe.

Le graphique sera fait sur une feuille de papier millimétré et complété au fur et a
mesure des questions.

On considére la fonction f qui 4 tout nombre complexe z associe

flz)=2"+2z+9.
1. Calculer I'image de —1 +iv/3 par la fonction f.
2. Résoudre dans C I'équation f(z) =5.
Ecrire sous forme exponentielle les solutions de cette équation.
Construire alors sur le graphique, 4 la régle et au compas, les points A et B
dont l'affixe est solution de I'équation (A étant le point dont I'affixe a une
partie imaginaire positive).
On laissera les traits de construction apparents.
3. Soit A un nombre réel. On considére I'équation f(z) = A d'inconnue z.

Déterminer 'ensemble des valeurs de A pour lesquelles I'éguation f(z) = A
admet deux solutions complexes conjuguées.

corrections : http://pierrelux.net

4. Soit (F) I'ensemble des points du plan complexe dont I'affixe z vérifie

1f(=)-8l=3.

Prouver que (F) est le cercle de centre {2(—1; 0) et de rayon v/3.
Tracer (F) sur le graphique.

w

. Soit z un nombre complexe, tel que z = x+iy ol x et y sont des nombres
réels.

a. Montrer que la forme algébrique de f(z) est

-y +2x+9+i(2xy +2y).

b. On note (E) I'ensemble des points du plan complexe dont I'affixe z est
telle que f(z) soit un nombre réel.

Montrer que (E) est la réunion de deux droites Dy et D2 dont on précisera
les équations.

Compléter le graphique de 'annexe en tracant ces droites.

6. Déterminer les coordonnées des points d'intersection des ensembles (E) et

(F).
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Ex 4-19 : Baccalauréat S — Asie 16 juin 2015 — ex 4

Complexes — le nombre j — géométrie

Le plan est muni du repére orthonormé direct (D, H, T;]

V3

1
On donne le nombre complexe j=—— +i—.

Le but de cet exercice est d’étudier quelques propriétés du nombre j et de mettre en
évidence un lien de ce nombre avec les triangles équilatéraux.

Partie A : propriétés du nombre j

1. a. Résoudre dans 'ensemble C des nombres complexes I'équation

Z+z+1=0.

b. Vérifier que le nombre complexe j est une solution de cette équation.

2. Déterminer le module et un argument du nombre complexe j, puis donner
sa forme exponentielle.

3. Démontrer les égalités suivantes :
aj=1;
b. F=-1-j.
4. Onnote P, , R les images respectives des nombres complexes 1, j et i dans
le plan.
Quelle est la nature du triangle PQR ? Justifier la réponse.

Partie B

Soit a, b, ¢ trois nombres complexes vérifiant I'égalité a+jb+i*c=0.

On note A, B, C les images respectives des nombres a, b, ¢ dans le plan.

. Enutilisant la question A - 3. b., démontrer l'égalité : a— c=j(c— b).
. En déduire que AC=BC.

. Démontrer I'égalité : a— b=j*(b—c).

oW e

. En déduire que le triangle ABC est équilatéral.*
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LES NOMBRES COMPLEXES : UTILISATION

c—a
b—a

1) INTERPRETATION GEOMETRIQUE DE

On se place dans le plan rapporté a un repére orthonormal direct (O ;7 , V) .

Propriétés :

Soit A, B, C et D quatre points distincts d’affixes respectives a , b, ¢ et d .Ona:
c—a|_ AC
' |b—al AB
ar; (ﬂ) =(AB, AC) [27]
. g b—a 7( 5 )
Preuve :

On abien a#b car les points sont distincts . On a alors :
c—a

b—a

La preuve de la deuxiéme propriété nécessite de connaitre quelques
propriétés des angles orientés de vecteurs qui sont faciles a mettre en
place en faisant un schéma.

Soit , V et W trois vecteurs non nuls du plan orienté . On a :
Relation de Chasles : (7, %)+ (¥, %)= (@, %) [2]
. (@, P)=—(7,@ [27]

arg(%)=arg(c—a)—arg(b—a) =7 ,AC)(7 ,AB) [27]

=(7 ,AB)H 7 ,AC) [27]
=(AB, 7 )7 ,AC) [27]
=( AB, AC ) [27] (D’aprés la relation de Chasles)

Remarques :
Soit A, B, C et D quatre points distincts d’affixes respectives a , b, ¢ et d .Ona:

. A appartient a la médiatrice de [BC] si et seulement si
. Les points A, B et C sont alignés si et seulement si

. Les droites (AB) et CD) sont perpendiculaires si et seulement si

2 ) RACINES n-i¢mes DE PUNITE

On se place dans le plan rapporté & un repére orthonormal direct (O ; i, V) .

Définition :

Soit 7 un entier naturel non nul.
On appelle racine n-iéme de 1’unité, tout nombre complexe z vérifiant z"=1 .

Remarque :
Les racines n-iéme de ’unité sont les racines du polynéme P(z)=z"—1

Propriété et définition :

Soit 7 un entier naturel non nul.
L’¢équation z"=1 admet exactement 7 racines n-iémes de ’unité distinctes.

L2k
Il s’agit des nombres complexes . » ou k€[0,1,2,...,n—1]

€

Onnote U, I’ensemble des racines n-iémes de 1’unité

Les nombres complexes : utilisation - cours éléve - auteur : Pierre Lux - page 1/2

1 est bien slr toujours une racine n-iéme de ['unité
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Preuve :

Soit n un entier naturel non nul et un complexe z=re'’ ou r€R, et FER . Ona:

.2k
Ainsi tous les nombres complexes ., » ou KE€Z sont solutions de I’équation z"=1 .

[§

. 2km
En particulier les nombres complexes " »  ou k€(0,1,2,...,n—1] sont bien siir solutions.

Soit K un entier quelconque.

En effectuant la division euclidienne de K par 7 , on obtient.

L 2km
On retrouve donc une solution de la forme v ou k€[0,1,2,...,n—1] et on en déduit le résultat attendu.

(&

Propriété :

Soit 7 un entier naturel non nul.
Les points images des éléments de U, appartiennent au cercle trigonométrique.

Pour n>3 , les points images des éléments de U, sont les sommets d’un polygone régulier 3 n sommets.

pour module 1.

Quelques cas particuliers :

. o . - e 2
. Les racines 2-iémes (ou racines carrées) de 1’unité sont les nombres complexes tels que z"=1.

Dans ce cas on trouve facilement -1 et1.Ona

. Les racines 3-iémes de 1’unité sont les nombres complexes tels que z’=1.

Les solutions sont les nombres complexes :

On note
i 2x i 47 L.
j=e - On a alors j=e 3 . Ainsi
Les points images des éléments de U, ts du triangle équilatéral ABC.

. s cr 4
. Lesracines 4-iémes de I’unité sont les nombres complexes tels que z"=1 .

Dans ce cas on peut factoriser facilement pour déterminer les racines de ['unité :

o
L/

Les points images des éléments de U, sont les sommets du carré ABCD.

Les nombres complexes : utilisation - cours éléve - auteur : Pierre Lux - page 2/2

7N
N

Ce qui est trivial, car ils ont
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-

Interprétation géométrique de : | On se place dans le plan rapporté a un repére orthonormal direct (O ;1 , V) .

c—a Soit A, B, C et D quatre points distincts d’affixes respectives a , b, ¢ et d .Ona:
b—a
c—a|_AC
" |b-al AB

. arg(%) =(AB, AC) [27]

. A appartient a la médiatrice de [BC] si et seulement si

. L . c—a L
. Les points A, B et C sont alignés si et seulement si arg( b )20 71, ce qui revient a dire que
a

Remar ques importantes : un réel.

—a

. Lo . . c—a S
. Les droites (AB) et CD) sont perpendiculaires si et seulement si arg( b )=% ), ce qui revient a dire
—a

que est un imaginaire pur.
Racines n-iéme de ’unité : Soit # un entier naturel non nul.

On appelle racine n-ieme de I’unité, tout nombre complexe z vérifiant z"=1 .
Les racines n-iéme de I’unité sont
les racines du polynome Soit 7 un entier naturel non nul.
P(z)=2"—1 L’équation z"=1 admet exactement n racines n-iémes de I’unité distinctes. 1 est bien siir toujours une

) L [ racine n-iéme de ’unité
11 s’agit des nombres complexes ¢ " ou k€(0,1,2,...,n—1]
Onnote U, I’ensemble des racines n-iémes de 1’unité .

2k
i

U,,:[e 4 ,ke{O,l,Z,...n—l}}

Propriété : Soit n un entier naturel non nul.
Les points images des ¢léments de U, appartiennent au cercle trigonométrique.

Pour n=3 , les points images des ¢léments de U, sont les sommets d’un polygone régulier & n sommets.

Quelques cas particuliers :

. oy . y ey r 2
. Les racines 2-iemes (ou racines carrées) de ’unité sont les nombres complexes tels que z =1 .
Dans ce cas on trouve facilement-1 et 1.0na U,=[—1;1]

. o e 3
. Les racines 3-iemes de ’unité sont les nombres complexes tels que z°=1 .

i2><0><:r l.2><l><]'[ l.Z/T t.2><2><7r i4—”

Les solutions sont les nombres complexes: ¢ > =e’=1,¢e *> =¢ ® ete °* =e 3
9’

2
i

3

Onnote: j=e

4
3

Onaalors j=e . Ainsi U,=[1,/,7]

K
N\,

Les points images des ¢léments de U; sont les sommets du triangle équilatéral ABC.

. o opr 4
. Les racines 4-iemes de I’unité sont les nombres complexes tels que z =1 .

Dans ce cas on peut factoriser facilement pour déterminer les racines de [’unité :
=l e =120 o (Z-1)[Z41)=0 o (z=1)(z+1)(z—i)(z+i)=0

Ainsi U,=[1;i;—1;—i]

1N
N

Les points images des ¢léments de U, sont les sommets du carré ABCD.
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Dans toute la fiche d’exercice, le plan complexe est muni d’un repére
orthonormé direct (O; U , V)

Interprétation géométrique du module et de I’argument

Ex 5-1 : Comprendre la formule de I’argument d’un quotient

Dans chacun des cas déterminer une mesure en radian de ( OA , OB )ou A
et B sont deux points du plan complexe.

1) A(—4) et B(-2i)

2) A(V3+i) et B(1-iv3)

3) A(4+6i) et B(—3+2i)

Ex 5-2 : Comprendre la formule de I’argument d’un quotient

Dans chacun des cas déterminer une mesure en radian de ( AB, AC ) ol
A, B et C sont trois points du plan complexe, puis déduire des calculs le
rapport E .

1) A(3+2i], B(6+4i) et C(1+5i)

2) A(2-5i), B(3—6i) et C(4-7i)

3) A(3—i), B(5—i),et C[5-3i)

corrections : http:/pierrelux.net

Ex 5-3 : Valider ou infirmer une conjecture géométrique

Dans le plan complexe, on considére les points A (3+4i), B(—5-6i) et
Cl11-2i) .

1) Placer ces trois points, et conjecturer la nature du triangle ABC.

z
A . . P
, puis valider ou infirmer la
RN

2) Ecrire sous forme algébrique p
B

conjecture précédente.

Ex 5-4 : Valider ou infirmer une conjecture géométrique

Dans le plan complexe, on considére les points A (1+5i), B(7,5+4,5i)
, C(7—2i) et D(0,5-1,5i) .

1) Placer ces quatre points, et conjecturer la nature du quadrilatére ABCD.
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2 ) Valider ou infirmer la conjecture précédente. 3) arg( z :— i ): w2k (ob kEZ )
z

zhl
4) -1 soit un imaginaire pur.

Ex 5-5 : Ensemble de points, arguments et angles orientés de vecteurs

Soit A,B,C et D les points d'affixes z,=1, zz=i, zc,=—1 et zp=—1.

Dans chacun des cas, déterminer I'ensemble des points d'affixe z vérifiant
la condition donnée et tracer cet ensemble dans un repere.

N T
1) arg(z—l)——5+2kn (ot k€Z )

Ex 5-6 : Vecteurs orthogonaux, points alignés, ‘Re (z'z) et Im(z'Z)

Soit M et M' daffixes z=x+iy et z'=x"+iy' ou x, y, x'et y'

>

z

sont des nombres réels. En utilisant , montrer que :

7—i 1) OM et OM' sont orthogonaux si, et seulement si, Re(z'z)=0
2) arg 1 =2kxm (ou k€EZ )
,—

~

2) O, M et M' sont alignés si, et seulement si Sm(z'z)=0
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Racines n-iéme de ’unité Ex 5-9 : Utiliser les racines n-iémes de I’unité pour résoudre une équation
Ex 5-7 : Heptagone et dffixe des sommets Résoudre dans C les équations c-dessous :
C .4
1) (z—if'=1
! ) (=i

Soit I’heptagone régulier ABCDEFG

Donner I’affixe de chacun de ses
sommets sous forme exponentielle.

2) =442
Ex 5-8 : Représenter les solutions de U,
Résoudre dans C les équations ci-dessous, puis tracer le polygone dont les
sommets ont pour affixes ces solutions.
1) =1

3) 2f=(2—i)°
2) %=1

Ex 5-10 : Utiliser les racines n-iémes de ’unité pour résoudre une
équation

On considére dans € 1’équation z*'—28+96i=0(E) .

1) Montrer que Z,=3—i est une solution de (E)

2 ) En déduire que I’équation (E) est équivalente & ’équation z'= ZO4
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3 ) Résoudre (E).

Ex 5-11 : Utiliser les racines n-iémes de I’unité pour résoudre une

, . 2 ) Justifier que la somme des éléments de U, est nulle.
equation

1) Résoudre dans € l'équation z*=1 .

u
2 ) Soit z un nombre complexe . On pose Z ZH (avec u#—1).

Exprimer u en fonctionde z .

Ex 5-13 : Construction a la régle non graduée et au c:

N ),
ipas d’un pentag r

Le but de I’exercice est de B
construire a la régle non graduée
et au compas le pentagone
régulier ci-contre.

3) En déduire les solutions dans € de I'équation (u—1/'=(u+1)*.
1) On considére les points K(-1)

ol

1
Le cercle de centre J et de rayon - coupe le segment [KJ] en L.

Calculer les longueurs KJ et KL.

Ex 5-12 : Somme des racines n-iemes de ’unité
1) Soit €U, tel que w#1 .
Montrer que @*€U, pourtout k€(0,1,...,6]

On admet la réciproque, ce qui signifie que I’ensemble U, est constitué
des complexes w® avec kG{O, 1,.. ,6} ou @ estun élément quelconque

de U7.
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2 ) Donner sous forme exponentielle 1’affixe de C. Fonctions dans les complexes
Ex5-14:

Soit I le point d'affixe 2i et f la fonction qui a tout point M d'affixe z
, associe le point M' d'affixe z' tel que z'=iz .

1) a ) Déterminer l'affixe du point A', I'image par f du point A

4
3 ') Montrer que KC*=2+2cos (—)
> daffixe 1+v/2+i .

b ) Montrer que A, I et A' sont alignés.

4) La calculatrice affiche : 2 ) a) Montrer que les points M du plan tels que M, T et M' soient

47 _( JS_ +1) alignés sont sur le cercle T' de centre Q d'affixe 1+i et de rayon V2.
cos

oy V5 1

2 2 2

En utilisant les résultats de la calculatrice, montrer que KC=KL

5) Dans le plan complexe, construire a la régle non graduée et au compas
un pentagone régulier.

b ) Montrer que A€T .

¢ ) Déterminer 'ensemble I'' décrit par le point M' lorsque le point M
décrit T .

3) Soit B le point d'affixe 2+2i et B' sonimage par f .
a) Montrer que (AB)L(A'B')
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b ) Soit C le point d'intersection des droites (AB) et (A'B').

Zp

Calculer puis en déduire la nature du quadrilatéere OACA'" .

A

Ex5-15:

Soit les points A et B d'affixes respectives 2 et —2 et f la fonction qui a
tout point M (différent de A) d'affixe z , associe le point M' d'affixe z' tel
z(z—2)

z-2
1) a) Déterminer l'affixe du point P’ image par f du point P daffixe
1+i .

que z'=

b ) Montrer que (AP)// (BP').

¢ ) Montrer que (AP)L(PP').

2 ) Déterminer I'ensemble des points invariants par f .

corrections : http:/pierrelux.net

On cherche maintenant a généraliser les propriétés 1b) et 1c) pour obtenir
une construction de 1'image M' d'un point M quelconque du plan.

3)a) Montrer que pour tout nombre complexe z , (z—2)(z—2) € R.

1

+2
b ) En déduire que pour tout nombre complexe distinct de 2, 5 €ER .

¢ ) Montrer que (AM) /! (BM') .

4') Soit M un point quelconque tel que M &[AB) . Généraliser le résultat
de la question 1c)

5) Soit M un point distinct de A. déduire des questions précédentes une
construction du point M' image de M par f .
Réaliser une figure pour le point Q d'affixe 3—2i .
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DIVISIBILITE ET CONGRUENCES

1) ENSEMBLES N et Z

L'ensemble [0;1;2;...] estappelé ensemble des entiers naturels . Il est noté IN.
L'ensemble [...;—3;—2;—1;0;1;2;3;...] estappelé ensemble des entiers relatifs (ou entiers) . Il est not¢ Z .

Remarques :
e 1IN estune partiede Z

e Lasomme et le produit de deux entiers naturels sont des entiers naturels.
e [Lasomme et le produit de deux entiers relatifs sont des entiers relatifs.

Propriété : admise

Toute partie non vide de IN a un plus petit élément. Une partie non vide de Z n'a pas nécessairement de plus petit élément.

Exemples :
o Soit A={8;12;14;21}

e Soit B I'ensemble des entiers naturels impairs. B est une partie de IN .

2

2) DIVISIBILITE

Définition :

Soit a et b deux entiers relatifs . Pour indiquer que a divise b, on
note a|b.

S'il existe un entier relatif k& tel que b=k x a, ondit que b est un multiple de ¢ ou que « est un diviseur de b .
On dit aussi que b est divisible par a et que «a divise b . ( on ne dit jamais que b multiplie a )

Exemple :
De l'égalité 54 =6 x 9, on peut déduire :

Remarque :
L'ensemble des multiples de 3 est I'ensemble des nombres de la forme 3 x k avec k € Z . Cet ensemble estnoté 3 Z .

Propriétés :

On peut traduire la premiére propriété en termes de multiples :

e Soit a et b deux entiers relatifs . Si a divise betsi b#0, alors |a|<|b]. Si n est un multiple non nul de p, alors | 7] > |p |

e Tout entier relatif b # 0 a un nombre fini de diviseurs.

Preuve :

e Soita et b deux entiers relatifs tels que a divise b et b = 0.
Puisque a divise b, on peut écrire b=ak avecke Z , donc |b|=|ak|=|a|x|k|
Comme b#0,0ona k#0,donc |k|=1 etparconséquent |b|=>]|al.

e Soit b un entier relatif non nul.
Si a estundiviseurde b,onavuque |a|<|b|, donc ~-|b|<a<|b]|
a peut donc prendre au maximum 2 x| b |+ 1 valeurs et le nombre de diviseurs de b est fini (inférieura 2 x|b|+ 1)

Propriété :

On peut traduire la propriété en termes de multiples :

Soit a, b et ¢ trois entiers relatifs. . . .
Si b est un multiple de a, alors bc est un multiple de a.

Si a divise b, alors a divise bc.

Preuve :

Remarque :
Tout multiple d'un multiple de a est un multiple de a.

Divisibilité et congruences - cours éléve - auteur : Pierre Lux
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Propriété:

Soit a, b et ¢ trois entiers relatifs.
Si adivise b etsi adivise ¢ alors a divise b+c¢ et a divise b-c.
On peut traduire la propriété en termes de multiples :

Plus généralement, si a divise b etsi a divise ¢ alors a divise tout nombre . . .
Si b et ¢ sont des multiples de a, alors bu + cv est un multiple de a.

de la forme bu + cv ou u et v sont des entiers relatifs.

Preuve :

Si a divise b, on peut écrire b=axk avec ke Z .
Si a divise ¢, on peut écrire ¢=a x k' avec k'e Z .
Alors pour tous les entiers relatifs u et v, on peut écrire :

Comme ku + k'v est un élément de ZZ , on en déduit que a divise bu + cv.

Propriétés :

Soit a, b, ¢ des entiers relatifs.

e 1,-1,a,-a sontdes diviseurs de a.

e Si adivise b alors -a divise b, a divise -b et -a divise -b.

e Si adivise b etsi b divise a,alors a=b ou a=-b. (cest-a-direque |a|=|b])
e Si adivise b etsi b divise c, alors a divise c.

e Si adivise b alors pour tout entier relatif ¢, ac divise bc.

3) DIVISION EUCLIDIENNE

Propriété d’Archimeéde :

Soit b un entier naturel non nul.
Pour tout entier naturel a, il existe un entier naturel n tel que a <nb.

Preuve :

b étant un entier naturel nonnul,ona »>1, donc (a+1)b=>a+1>a.

11 suffit donc de prendre n=a + 1 pour que nb soit strictement supérieur a a .
11 existe donc un entier naturel n tel que a < nb

Remarque :
Cela revient a dire que 1'ensemble des multiples de b (b # 0) n'est pas majoré par a, et ceci pour touta € IN .

On en déduit que I'ensemble des multiples de b (b # 0) n'est pas majoré.

Exemple :
b=3 ; a=52 pourn>18,on a<nb.
431 5
Rappel : Technique de la division d’entiers naturels Ona 3<5.
On peut écrire 43 =8 x5+ 3. 318 Le reste doit toujours étre strictement
43 s'appelle le dividende, 5 le diviseur, 8 le quotient et 3 le reste. inférieur au diviseur.

Remarque :

Les multiples de 5 sont 0, 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45 et on choisit 40 = 8 x 5 car 45 > 43.

Pour chercher le quotient d'une division, on cherche en pratique les multiples du diviseur et on choisit celui qui préceéde immédiatement le multiple
supérieur au dividende.

Division euclidienne dans IN

Soit @ un entier naturel et » un entier naturel non nul.
11 existe un unique couple (g ; ) d'entiers naturels tel que : a=bg+r et r<b»b.

a est le dividende, b le diviseur, g le quotient ct r le reste.
On dit que le couple unique (g ; ) est le résultat de la division euclidienne de a par .

Divisibilité et congruences - cours éléve - auteur : Pierre Lux
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Preuve :
Soit @ un entier naturel et b un entier naturel non nul.
e Existence du couple (¢ : r

Considérons l'ensemble E des entiers naturels n tels que a<bn. E={neIN / a<bn}.
Puisque b est non nul, on sait d'aprés la propriété d'Archiméde que 1'ensemble E est non vide.

E est donc une partie non vide de IN, E a donc un plus petit élément.

Ce plus petit élément p n'est pas nul, car 0 n'appartient pas a E.

Onadonc p>1. Posonsg=p-1.Alors g IN.

D'autre part g ¢ E. (le plus petit élémentde Eestp et g <p)

Puisque ¢ ¢ E,ona bg<a etcommep € E, onaaussi a<bp c'est-a-dire a< b (g +1).
On a donc trouvé un entier naturel g tel que  bg < a <b(g + 1).

Posons r=a-bg .Ona relN et a=bg+r

D’autre part : bg<a<b(g+l) < bg<a<bg+tb & 0=ZLa-bg<b < 0<r<b.
11 existe donc un couple (g ; r) d'entiers naturels tel que a=bqg+r et r<b.

e  Unicité du couple (¢ ;: r)

Supposons qu'il existe un deuxiéme couple (¢’ ; r') vérifiant les mémes conditions.
Onaalors: bg+r=bg'+r < blg-q)=r'-r.

Or,ona: O0<r<b < -b<-r<0

Et 0< r'<b

Onendéduitque: -b<r'-r<b < |r'-r<b

Par ailleursonavu que »'-r=>5(q-¢q"), donc »'-r estunmultiplede b .

Si7'-r était non nul, alors on aurait |r'-7|> | b| c'est-a-dire |'-7|>b ce qui est en contradiction avec l'inégalité démontrée précédemment.
On a donc nécessairement 7'-r=0 et parconséquent b(q'-¢)=0, donc ¢'-¢g=0

Onobtient alors r'=r et g'=gq.

Le couple (g ; r) est donc unique.

Remarques :

e Sir=0,alors.

e Le reste d'une division euclidienne par 2 est

e Tout nombre pair s'écrit sous la forme

e Tout nombre impair s'écrit sous la forme

Exemple :
Division euclidienne de 31 par 7 :

Remarque : Division euclidienne de 1715 par 71 avec une calculatrice ou un tableur.

La plupart des calculatrices permettent d’obtenir directement le quotient et le reste d’une division euclidienne.

e Avec une TInspire:

1715 24
floor ]
remain{1715,71) 11
A | B | C D |
* Avecun tableur ; o 1 =ENT(A2/B2) =MOD(AZ;B2)
Le quotient est obtenu par ENT() (partie entiére) 9 1715 71 24 11
Le reste est obtenu par MOD( ;) 3

Division euclidienne d’un entier relatif :

Soit a un entier relatif et  un entier naturel non nul.

11 existe un unique couple (¢ ; ), g€ Z et re N telque: a=bg+r et r<b
a est le dividende, b le diviseur, ¢ le quotient et » le reste.

On dit que le couple unique (g ; ») est le résultat de la division euclidienne de a par b.

Divisibilité et congruences - cours éléve - auteur : Pierre Lux
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Preuve :
Soit a un entier relatif et  un entier naturel non nul.
Si a est un entier positif ou nul, la propriété a déja été justifiée.

Considérons un entier a négatif.
e Existence du couple (g ; r)
a étant négatif, on considere son opposé -a qui est un entier naturel.
D'apreés le résultat démontré sur les entiers naturels,
il existe un unique couple (¢;7), g€ IN et r € IN telque: -a=bg+r et r<b
Donc a=-bg-r=>5b(-q)-r.
- Si r=0,alors -r=0 donc -r € IN, et le couple (-¢ ; -r) répond a la question

- Sir#0,lecouple (-g;-r) nerépond pas a la question car - € IN.
On peut alors écrire a=b(-g-1)+b-r
Onpose ¢'=-g-1 et r=b-r
q'e Z ; vérifions que r' € IN.
b et r étant des entiers, b - r estun entier, donc b-re Z .
Deplus r#0 et 0< r<b , donc:
0<r<b = -b<-r<0 = b-b<b-r<b =0<b-r<b
Onadonc b-re et b-r<b.Lecouple(-¢g-1;b-r) répond donc a la question.

e Unicité du couple (¢ ;: r)

L'unicité du couple se démontre exactement de le méme fagon que pour une division euclidienne dans IN.

Exemple :
La division euclidienne de -514 par 35 s'écrit :

Remarque :
Dans le cas d'entiers négatifs, les fonctions des calculatrices ne donnent pas toujours

les résultats attendus, elles peuvent donner un reste négatif.
11 faudra donc faire preuve de vigilance dans leur utilisation et savoir rétablir
le résultat correct.

remain(-514,35)

4) CONGRUENCES

-24

Définition
Soit p un entier naturel et a et b deux entiers relatifs. Onnote: a=b [p] ou
On dit que a est congrua b modulo p, si a et b ontle méme reste dans la division euclidienne par p. a=b (modulop) ou a=bh (p)

Remarques :
e a=b [p] &

e a=0 [p] sietseulement si

e Sia=r [b] etsi 0<r<b, alors

Propriétés

e a=b [p] < b-a estmultipledep
e Sia=b [p]| etsi b=c [p] alors a=c [p]

e Sia=b [p] etsi a'=d" [p]

alors a+ad'=b+0b [p] ; a-a'=b-b |[p] ; aa'=bb' [p) ; a'=b" [p] nelN
e Sia=b [p] alorspourtoutceZZ a+c=b+c [p] ; a-c=b-c [p] ; ac=bc [p]
Preuve :

e Supposons que a=b [p] alors a et b ont le méme reste r dans la division euclidienne par p.
Onpeutdonc écrire a=pxk+r et b=pxk'+r avecke Z ,kKe Z , relN et 0<r<p
Donc b-a=pxk'+r-(pxk+r)=pxk'-pxk=pk -k)
k' - k étant un entier relatif , on en déduit que b - a est multiple de p.
Réciproquement, Supposons que b - a est multiple de p, on peut écrire b-a=kxp avecke Z
Notons g et » le quotient et le reste de la division euclidienne de b par p. On a donc :
b=pxq+rob-a=pxqgtr-askxp=pxqgtr-asa=pxq+r-kps a=plg-k)+r
q - k estun entier relatif et » un entier naturel tel que 0 <» <p (puisque 7 est le reste de la division euclidienne de b par p)
On en déduit que 7 est le reste de la division euclidienne de a par p.
Donc a et b ont le méme reste dans la division euclidienne par p et par conséquent a=b [p]

Divisibilité et congruences - cours éléve - auteur : Pierre Lux
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Sia=b [p] ,alors a et b ont le méme reste dans la division euclidienne par p.
Si b=c [p] , alors b et ¢ ont le méme reste dans la division euclidienne par p.
On en déduit que a et ¢ ont le méme reste dans la division euclidienne par p et par conséquent a=c [p]

e Sia=b [p]| etsi a'=b" [p] ,alors b-aestunmultiplede p et 5" -a’ estun multiple de p.
On en déduit, d'apres les propriétés des multiples que :
(b-a)+ (' -a) et (b-a)-(b'-a") sontdes multiples de p
Clest-a-dire (b+b")-(a+a') et (b-b)-(a-a") sontdesmultiplesdep
Donc a+da'=b+b [p] e a-a'=b-b [p]

e Puisque b -a estun multiple de p, a'(b - a) est un multiple de p.
Puisque &' - a’est un multiple de p, b(d' - a') est un multiple de p.

On en déduit que a'(b - a) + b(b' - a') est un multiple de p.
C'est-a-dire a'b-a'a+ bb' - ba' est un multiple de p.
On a alors bb'- aa’ estun multiple de p , c'est-a-dire aa'=bb' | p]

e Soit la proposition P(n) : « a’*=b" [p] », pourn € IN¥

Initialistion :

1_

Pourn=1,0ona a' =a et bl=b eton sait que a=b [p] donc P(1) estvraie

Hérédité :
Supposons P(i1) vraie pour un entier n > 1 fixé, c’est a dire o”* = 5" [p] (HR)

Montrons que P(n+1) est vraie, c’est a dire "1 =1 [p]

La proposition P(n+1) est donc vraie.
Conclusion :

Donc a"=b" [p] pourtout n € IN*

e De méme on peut écrire b-a=(b-c)-(a-c).
Donc a-c=b-c¢ [p] pourtoutce Z
D'autre part, puisque b -a estun multiple de p, pourtoutc € Z , c¢(b-a) estun multiple de p,
clest-a-dire que bc - ac estun multiplede p donc  ac =bc [p]

Remarque :
La relation de congruence est compatible avec 1'addition, la soustraction et la multiplication.

Attention :

La relation de congruence n'est pas compatible avec la division ni avec la racine carrée.

On ne pourra en aucun cas simplifier dans une congruence comme on simplifie dans une égalité:
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- DIVISIBILITE ET CONGRUENCES - MATH ExP chapitre 6 : I’ESSENTIEL DU COURS

Entiers et entiers naturels :
Nc Z

Propriétés :

http://pierrelux.net

L'ensemble [0;1;2;...] estappelé ensemble des entiers naturels . Il est noté IN.
L'ensemble |...;—3;—2;—1;0;1;2;3;...] estappelé ensemble des entiers
relatifs ( ou entiers) . Il estnot¢ Z
Une partie non vide de Z

n'a pas nécessairement de
plus petit élément.

Toute partie non vide de IN a un plus petit élément.

. La somme et le produit de deux entiers naturels sont des entiers naturels.
. La somme et le produit de deux entiers relatifs sont des entiers relatifs.

Divisibilité :
Pour indiquer que a divise b,
onnote a | b.

Propriétés :

Soit a,b et ¢ trois entiers
relatifs

Soit a et b deux entiers relatifs .
S'il existe un entier relatif £ tel que b=k x a, ondit que b estun multiple de a ou que a estun diviseur de b .
On dit aussi que b est divisible par a et que a divise b . ( on ne dit jamais que b multiplie a )

« Siadivisebetsib=0,alors |a|<|b].

« Tout entier relatif  # 0 a un nombre fini de diviseurs.
« Si a divise b, alors a divise bc.

« Siadivise b etsi adivise ¢ alors a divise toute combinaisons linéaires bu + cv (donc b+c et b-c) ou u et v
sont des entiers relatifs.

« 1,-1, a, -a sont des diviseurs de a.

« Si adivise b alors -a divise b, a divise -b et -a divise -b.

« Si adivise b etsi b divise a,alors a=5b ou a=-b. (c'est-a-direque |a|=|b]|)

« Si adivise b etsi b divise c, alors a divise c.

« Si adivise b alors pour tout entier relatif ¢, ac divise bc.

On peut traduire ces propriétés en termes
de multiples . Par exemple : Si b est un multiple
de a, alors bc est un multiple de a.

Division euclidienne d’un
entier naturel:

Soit a un entier naturel et b un entier naturel non nul.

11 existe un unique couple (g ; ») d'entiers naturels tel que :
a est le dividende, b le diviseur, g le quotient et » le reste.
On dit que le couple unique (g ; ) est le résultat de la division euclidienne de a par b.

a=bg+tr et r<b.

« Sir=0, alors a est divisible par b. . K_[1715] 24
« Le reste d'une division euclidienne par 2 est soit 0 soit 1. N
Remarque : c .
« Tout nombre pair s'écrit sous la forme 2k avecke Z . inl
; R remain{1715,71) 11
« Tout nombre impair s'écrit sous la forme 2k+1 avecke Z .
Avec ure Tlspie:
Division euclidienne d’un Soit a un entier relatif et » un entier naturel non nul.
entier : Il existe un unique couple (¢ ;7), g€ Z et reIN telque: a=bg+r et r<b
Attention :
Dans le cas d'entiers négatifs, les fonctions des calculatrices ne donnent remain(-514,35) -24

pas toujours les résultats attendus, elles peuvent donner un reste négatif.
11 faudra donc faire preuve de vigilance dans leur utilisation et savoir rétablir le résultat correct.

Congruence :
Onnote: a=b [p]
ou a=b (modulo p)
ou a=b (p)

Remarque :

Propriétés :

La relation de congruence est
compatible avec 1'addition, la
soustraction et la
multiplication.

Soit p un entier naturel et a et b deux entiers relatifs.
On dit que a@ est congrua b modulo p, si a et b ont le méme reste dans la division euclidienne par p.

ca=b [p] & b=a [p]
«a=0 [p] sietseulementsi a est divisible par p
« Sia=r [b] etsi 0<r<bh, alors r est le reste de la division euclidienne de a par b

«a=bh [p] < b-a estmultiple de p
«Sia=b [p] etsi b=c [p] alors a=c [p]
«Sia=b [p] etsi a’=b" [p]| alors

%
ata'=b+b [p] ; a-a'=b-b [p] ; aa'=bb' | p] ; d'=p" [p] nelN

*Sia=b [p] alorspourtoutc e Z a+c=b+c [p] ; a-c=b-c [p] R ac = bc | p]

Attention :

La relation de congruence n'est pas compatible avec la division ni avec la racine carrée.

Par exemple 44 =8 [6] , mais on ne peut pas diviser par 4 pour affirmer que 11 est congru a 2 modulo 6.

ou encore 4 =16 [12], mais on ne peut pas prendre la racine carrée pour affirmer que 2 est congru a 4 modulo 12
On ne pourra en aucun cas simplifier dans une congruence comme on simplifie dans une égalité:

Une congruence du type 2x =2y [p] ne pourra pas étre simplifiée par 2
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Divisibilité Ex 6-3 : Somme de nombres impairs consécutifs

Ex 6-1 : Trouver des multiples Montrer que la somme de deux entiers impairs consécutifs est un multiple

de 4.
1) Déterminer le nombre de multiples de 19 compris entre 1000 et 3000.

Ex 6-4 : Multiple de 3

Soit a et b deux entiers tels que a estun multiplede 9 et b estun

2 ) Déterminer le nombre de multiples de 47 compris entre -2000 et 1000. multiple de 15.

Montrer que a+b est un multiple de 3.

Ex6-5:

Ex 6-2 : Sommes de nombres pairs et impairs Soit a et b deux entiers.

1) Montrer que la somme d’un nombre pair et d’'un nombre impair est un

. . 1) Montrer que si a est un diviseur de a+b , alors a estun diviseur de b .
nombre impair.

. P 2 - 2
2 ) Montrer que si a estun diviseur de b, alors a” est un diviseur de b” .
2 ) Montrer que la somme de deux nombres pairs est un nombre pair.
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Ex6-6:

Existe-t-il un entier naturel multiple de 14 et diviseur de 100 ?

Ex6-7:

Montrer que si 13 est un diviseur de a , alors 13 est un diviseur de a.

Ex 6-8 :

Déterminer les entiers relatifs n tels que 2n—>5 divise n+3

corrections : http:/pierrelux.net

Ex6-9:

Soit un entier naturel n . Montrer que si un entier a divise 15n+2 et
10n+7 | alors a divise 17.

Ex 6-10 : Vrai ou faux
Justifier ou donner un contre-exemple.

1) Siun entier a divise un entier b et un entier ¢, alors a~ divise bc .

2 ) Si le carré d’ un entier a divise un entier b, alors a divise Vb.

3) Siun entier m , divise un entier a , il existe alors un entier n tel que
a=mXn . Ainsi, un entier naturel a a toujours un nombre pair de
diviseurs positifs.

Ex 6-11 : aaaaaa

On note gaaaaa le nombre formé de 6 chiffres a .

1) Montrer que pour tout chiffre a, aaaa est divisible par 101.
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2 ) Montrer que pour tout chiffre a et b, aaabbb est divisible par 37. Divisibilité et équation dans les entiers
Ex6-13:

Résoudre dans Z* 1’équation x*=y’+17 (E).

Montrer que pour tout entier naturel n, 10"—(—1)" est un multiple de 11.

Ex6-14:

Résoudre dans Z° 1’équation 3xy—y’=25

Ex 6-15:

Résoudre dans Z* I’équation 3x+24 y=17
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Division euclidienne

Ex 6-16 :

1) Effectuer la division euclidienne de a=1257 par b=13 .

2 ) En déduire la division euclidienne de 1257 par 32.

3) En déduire la division euclidienne de —1257 par 96

Ex 6-17 : QCM

Cocher la (ou les) bonne(s) réponse(s)
Le reste de la division d’un entier par 4 peut étre :
a)5 b)1 c)-2

d)2,5 e)4

Ex 6-18 :

1) Soit a=4k+5 ( keN").
Quel est le reste de la division euclidienne de a par 4 ?

2 ) On sait que le reste de la division euclidienne d'un entier naturel b par
5 est 3 . Comment peut-on écrire b ?

Ex 6-19 :

Trouver un entier naturel qui, divisé par 13, donne pour reste 9, et divisé
par 15, donne le méme quotient et pour reste 1.

Ex 6-20 :

Soit a@ et b deux entiers naturels.

Dans la division euclidienne de a par 11, le reste est 8.
Dans la division euclidienne de b par 11, le reste est 3.
Donner le reste de la division euclidienne de :

1) a+b par 11

corrections : http:/pierrelux.net

2) a® par 11

Ex 6-21 :

Trouver une division euclidienne dont le quotient est 100, le reste 13 et ot
le dividende est inférieur a 900.

Ex 6-22 : Division euclidienne de a(n) par b(n)
Soit un entier naturel n .

Déterminer suivant les valeurs de n , le reste de la division euclidienne
de 9n+17 par 2n+3.

Ex 6-23 : Partitionnement des entiers naturels

1) Quelles sont les valeurs possibles du reste de la division euclidienne
d’un entier naturel par 3 ?

2 ) Justifier que tout entier a peut s’écrire sous I’une des formes
suivantes : 3k, 3k+1 ou 3k+2 (ou ke&IN)

3 ) Montrer que tout entier peut s’écrire sous I’un des formes suivantes :
4k, 4k+1, 4k+2 ou 4k+3 (ou k€N )
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4 ) Montrer que le produit de 4 entiers consécutifs est divisible par 4.

5) Que peut-on dire du produitde n ( nelN’ )entiers consécutifs ?

Congruences

Ex 6-24 : Simplifier des congruences
Pour chaque valeur de a , trouver un entier b tel que :
b=a[5] et —2<b<2

1) a=11
2) a=29

3) a=—12
4) a=-105

Ex 6-25 : Produit nul et congruence
Soit @, b et n trois entiers naturels tels que a=b[n] .
1) Montrer que si @a=0|n] , alors axb=0]n]

2) Montrer que 4X9=0[6]

3) Peut-on dire que si axb=0[n] ,alors a=0[n] ou 5=0[n] ?

Ex 6-26 : Calculer un reste avec des congruences
Déterminer le reste dans la division euclidienne par 7 de :

1) 841'°x99%

2) 100% —44%

corrections : http:/pierrelux.net

Ex 6-27 : Calculer un reste avec des congruences
Montrer sans calcul, ni calculatrice que :

1) 17°'-3%'=0[14]

2) 13*°-9*°=0[11]

Ex 6-28 : Calculer un reste avec des congruences

Soit a et b deux entiers tels que a=3[5] et b=4[5]
Déterminer le reste de la division euclidienne de 11a°+3b* par 5.

Ex 6-29 : Calculer un reste avec des congruences

2431

1) Déterminer le reste de la division euclidienne de 2017 par 5.

2011

2 ) Déterminer le reste de la division euclidienne de 2110~ par 7.
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Ex 6-30 : Utiliser un tableau de congruences

En complétant le tableau ci-dessous, déterminer les différents restes
possibles de la division euclidienne de x* par 5.

x[5] 2 -1 0 1 2

X’[5]

X'[5]

Ex 6-31 : Résoudre dans Z une équation module n
Résoudre dans Z :

xE4[7]

1) 0<x<30

2) 7x=3[11]

3) 5x=3[10]
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4) 5x=5[10]

5) 5x+24=55]7]

6) 9x—24=6x—46([17]

Ex 6-32 : Résoudre une équation avec les congruences
On considére dans Z* : 3x’—5y’=16 (E)

1) Montrer que si un couple (x,y]€Z* est solution de I’équation (E),
alors 3x*=1[5].

2)) Déterminer les restes de la division de 3 x* par 5 et conclure.
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Ex6-33:

Montrer que pour tout entier n>1 ,le nombre N=3x5"""'+2""? est un
multiple de 17

Ex 6-34:
Soit n€EZ et N=n’-3n+5

1) Déterminer les entiers n tels que N=0[7]

2) Déterminer les entiers 7 tels que N=1[7]

Ex6-35:

Déterminer suivant les valeurs de I’entier naturel 7 , le reste de la division
euclidienne de 2" par 5.

227505
2

En déduire le reste de la division euclidienne de par 5.

corrections : http:/pierrelux.net

Ex 6-36 :

Montrer que N=n (2n+1)(7n+1) est divisible par 6 pour tout entier
naturel n#0 .

Ex 6-37 : Baccalauréat S nouvelle Calédonie mars 2016 — ex 4

Congruences — cryptographie — suites
Les parties A et B peuvent étre traitées de manieére indépendante
Partie A

Afin de crypter un message, on utilise un chiffrement affine.
Chaque lettre de I'alphabet est associée 4 un nombre entier comme indiqué dans le tableau ci-dessous :

2 . : T 111
el E e o] = e = w =]l o = == %] = = = ]=]
Soit x le nombre associé a la lettre a coder. On détermine le reste y de la division euclidienne de 7x + 5 par
26, puis on en déduit la lettre associée & y (c'est elle qui code la lettre d’origine).

Exemple :
M correspond & x =12
7x12+5=89

Or 89 =11 [26] et 11 correspond a la lettre L, donc la lettre M est codée par la lettre L.

1. Coderlalettre L.

2. a. Soit k un entier relatif. Montrer que si k = 7x [26] alors 15k = x [26].
b. Démontrer la réciproque de l'implication précédente.
c. En déduire que y = 7x +5 [26] équivaut & x = 15y + 3 [26].

3. Al'aide de la question précédente décoder la lettre E

Partie B

On considére les suites (ay) et (by) telles que ag et by sont des entiers compris entre 0 et 25 inclus et pour
tout entier naturel n, @p+1 = 7an +5 et bysy = 150, +3.

5 5
Montrer que pour tout entier naturel n, a, = [aa + E] x 7" - 5
On admet pour la suite du probléme que pour tout entier naturel n,

3 3
by =|bg+—|x15" - —,
' [’“ 14] 14

Partie C

Déchiffrer un message codé avec un chiffrement affine ne pose pas de difficulté (on peut tester les 312
couples de coefficients possibles). Afin d'augmenter cette difficulté de décryptage, on propose d'utiliser une
clé qui indiquera pour chaque lettre le nombre de fois ol on lui applique le chiffrement affine de la partie A.
Par exemple pour coder le mot MATH avec la clé 2-2-5-6, on applique «2 » fois le chiffrement affine a la lettre
M (cela donne E), « 2 » fois le chiffrement a la lettre A, « 5 » fois le chiffrement a la lettre T et enfin « 6 » fois le
chiffrement & la lettre H.

Dans cette partie, on utilisera la clé 2-2-5-6,

Décoder la lettre ( dans le mot IYYQ).
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Ex 6-38 : Baccalauréat S Polynésie 14 juin 2017 — ex 4

Congruences — cryptographie

Les parties A et B sont indépendantes.
Une personne a mis au point le procédé de cryptage suivant :

— Achaquelettre del'alphabet, on associe un entier n comme indiqué ci-dessous :

A B C D E F G H 1 ] K L M
0 1 2 3 4 3 7 8 9 10 | 11 12
N (0] P Q R u v w X Y Z
13 | 14 15 | 16 | 17 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25

wllw

— On choisit deux entiers a et b compris entre 0 et 25.
— Tout nombre entier n compris entre 0 et 25 est codé par le reste de la division
euclidienne de an + b par 26.
Le tableau suivant donne les fréquences [ en pourcentage des lettres utilisées dans
un texte écrit en francais.

Lettre A B C D E F G H 1 | K L M

FféquEHCB 942 1,02| 2,64| 3.38| 1587 094 L,04] 0,77 8241] 0,89] 0,00 533| 3,23

Lettre N 0 P Q R s T u v w X Y z
Fréquence 7.04| 513| 2.86| 1,06 646] 790| 7.26] 6,24| 2,15| 0,00] 030]| 0.24| 0,32

Partie A

Un texte écrit en frangais et suffisamment long a été codé selon ce procédé. Lanalyse
fréquentielle du texte codé a montré qu'il contient 15,9 % de O et 9,4 % de E.

On souhaite déterminer les nombres a et b qui ont permis le codage.

1. Quelles lettres ont été codées par les lettres O et E?

2. Montrer que les entiers a et b sont solutions du systéme
da+ b= 14 [26)
b =426

3. Déterminer tous les couples d'entiers (a, b) ayant pu permettre le codage de
ce texte,

Partie B
1. Onchoisita=22etbh=4.

a. Coder les lettres Ket X.

b. Ce codage est-il envisageable?
2, Onchoisita=9et b=4,

a. Montrer que pour tous entiers naturels net m,ona:

m=9n+4(26] < n=3m+14 (26

h) Décoder le mot AQ.
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PGCD — NOMBRES PREMIERS ENTRE EUX

1) PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR : PGCD
A) DEFINITION - PROPRIETES

Propriété — Définition :

Soit a et b deux entiers naturels non nuls.

Un entier naturel qui divise a et qui divise b est appelé diviseur commun a a et b.

L'ensemble des diviseurs communs a a eta b posseéde un plus grand élément que 1'on appelle le plus grand commun diviseur de a et b,
on le note PGCD(a ; b).

Preuve :

Soit a et b deux entiers naturels non nuls . Considérons l'ensemble D(« ; b), ensemble des diviseurs communs a a et b.

Le nombre 1 est un diviseur commun a a et b.

D(a ; b) est donc une partie non vide de IN.

De plus on sait que tout diviseur commun a « et b sera inférieur ou égala aeta b.

Donc D(a ; b) est une partie finie de IN.

D(a ; b) a donc un plus grand élément que 1'on peut obtenir en rangeant dans 'ordre croissant (ou décroissant) les éléments de D(a ; b).
C'est ce plus grand élément de D(a ; b) qui est not¢é PGCD(a ; b)

Exemples :

Dans IN I'ensemble des diviseurs de 15 est et I'ensemble des diviseurs de 12 est
L'ensemble des diviseurs communs a 12 et a 15 est donc

Remarque :

a étant un entier naturel, I'ensemble des diviseurs de a est égal a 'ensemble des diviseurs de -a.
On pourra étendre, si besoin est, la notion de PGCD a des nombres entiers relatifs.

On dira par exemple que

Propriétés :
Soit a et b deux entiers naturels non nuls.
PGCD(a;b) <a . Sibdivisea,ona PGCD(a;b)=5b
. PGCD(a; b) <b . PGCD (a; 1)=1
PGCD(a ; b) =PGCD(b ; a) . PGCD (a;a)=a

Preuve :

. aétant un entier naturel, on sait que tous les diviseurs de a sont inférieurs ou égaux a a.
PGCD(a ; b) est un diviseur de a, donc PGCD(a ; b)<a
On montre de méme que PGCD(a ; b) <b

Il est immédiat que les diviseurs communs & a et b, sont aussi les diviseurs communs & b et a. Donc PGCD(a ; b))=PGCD(b; a )

. Sibdivise a, alors b est un diviseur de @ . Mais b est aussi un diviseur de b
Donc b est un diviseur commun a a et b.
PGCD(a ; b) étant le plus grand des diviseurs communs & a et b, onadonc PGCD(a;b)>b.
Or on a vu précédemment que PGCD(a ; b) < b
On en déduit: PGCD(a ; b)=b

En prenant b= 1, et comme 1 divise a,ona PGCD(a; 1)=1 (résultat qui est par ailleurs évident)

En prenant b = a, et comme a divise a, ona PGCD(a ; a)=a (résultat qui est par ailleurs évident)

Exemple :
6 est un diviseur de 18 donc

B ) ALGORITHME D’EUCLIDE

Propriété : Lemme d’Euclide

Soit a et b deux entiers naturels non nuls.

Soit g et r le quotient et le reste de la division euclidienne de a par b.
Sir=0, PGCD(a;b)=0>
Sir#0, PGCD(a;b)=PGCD( ;)

Preuve :

a et b sont deux entiers naturels non nuls . ¢ et » sont le quotient et le reste de la division euclidienne de a par b.
Onaalors a=bxg+r avec gelN , r elN et 0<r<b

. Sir=0, alors a=bxq avec geIN ,donc bdivisea et par conséquent PGCD(a ; b)=b

PGCD — nombres premiers entre eux - cours éléve - auteur : Pierre Lux -
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Sir+0,
- Considérons d un diviseur commun a a et b.On peutécrire r=a-bxgq
Comme d divise a et b, on en déduit que d divise r.
Donc d estun diviseur commun a b et r. Onadonc D(a;b)cD(b;r)
- Considérons d un diviseur commun a b et r.
Onsaitque a=bxqg+r
Comme d divise b et r, on en déduit que d divise a
Donc d est un diviseur commun a a et b. Onadonc D(b;r)cD(a;b)
On a donc démontré que D(a; b)=D(b; r)
Le plus grand élément de D(a ; b) est donc aussi le plus grand élément de D(b ; r), c'est-a-dire  PGCD(a ; b) = PGCD(b ; r)

Exemple :
Pour trouver le PGCD de 2414 et 804, on peut écrire la division euclidienne de 2414 par 804 :

On en déduit alors PGCD(2414 ; 804) =

11 est immédiat que

Propriété : Algorithme d’Euclide

Soit a et b deux entiers naturels non nuls.
On définit la suite r,, d'entiers naturels de la fagon suivante :

ro=0b ; ryestlereste de la division euclidienne de a par b
Pourn>1 - sir,=0 alors r,,1=0
- sir,# 0 alors r, estlereste de la division euclidienne de r,,_ par r,,

Alors il existe un entier ng tel que 7,

Ona PGCD(a;b)= "no

O;tO et pourtoutn>ng , rn=0

Preuve :

Soit a et b deux entiers naturels non nuls.

Supposons que pour tout entier n, ona r, # 0

Alors pour tout entier n, ;. est le reste de la division euclidienne de r,,_1 par r,,

D'apres I'encadrement du reste dans une division euclidienneona ;| <t,

On aalors : ri<rg = ri<b=r<b-1 et rn<r = rnpsr-1 = r<bh-2
On pourrait alors démontrer par récurrence que, pour tout nn, r, <b-n

Onauraitalors rp, 1 <b-(b+1) clest-a-dire rp | <-1 cequiestabsurde puisque 75, € IN
11 existe donc un entier # tel que », =0

n

Considérons l'ensemble E des entiers 7 tels que 7, =0

Cet ensemble est une partie non vide de IN.. Elle a donc un plus petit élément nj .
Onadonc r, = 0 et d'apres la définition de la suite () il est immédiat que r,, =0 pour tout n > n;
Posons ng=ny -1

Puisque 1 est le plus petit élément de E, ny ¢ E donc 7, 0 #0

Deplussin>ny ona n2nj et parconséquent r,=0 .Onendéduitque r,=0 pour toutntel que n>ny,

On a vu que lorsque  est le reste non nul de la division euclidienne de @ par b, on a PGCD(a ; b) = PGCD(b ; r)

En utilisant cette propriété avec les €léments de la suite (7)) pour n < n( on peut écrire :

PGCD(a ; b) =PGCD(a ; ry) = PGCD(r(y ; r1) = PGCD(rq ; rp) = ... = PGCD(rn0 1 rno)

Comme de plus oty "y T 0, cela signifie que "no-1

On a alors obtenu  PGCD(a ; b) = 7,

est divisible par r,, . et donc PGCD(r

0 n0-1>"n9) = "ng
0

Remarque :
En effectuant ainsi des divisions euclidiennes successives : de a par b, puis du diviseur par le reste, ... le premier reste non nul est le PGCD de a et

de b. C'est I'algorithme d'Euclide . Suivant les nombres a et b, le nombre d'itérations a effectuer peut étre plus ou moins grand.
Sachant que PGCD(a ; b) = PGCD(b ; a) on aura toujours intérét a prendre b <a

Exemple :

Pour déterminer le PGCD de 410258 et de 126 écrivons les Pour déterminer le PGCD de 15648 et de 657 écrivons les
divisions euclidiennes successives : divisions euclidiennes successives :
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C) CONSEQUENCES DE IL’ALGORITHME D’EUCLIDE

Propriété :

Soit a et b deux entiers naturels non nuls.
L'ensemble des diviseurs communs a a et a b est I'ensemble des diviseurs de leur PGCD.

Preuve :

a et b sont deux entiers naturels non nuls . On note D = PGCD(a ; b)

Soit d un diviseur de D.

d divise D et D divise a, donc d divise a

d divise D et D divise b, donc d divise b.

Donc d est un diviseur commun a a et b.

On en déduit que tout diviseur du PGCD est un diviseur commun a a et b.

Soit d un diviseur commun a a et b. (on peut supposer que b < a)
- Si b divise a, alors PGCD(a ; b) = b, donc D = b, donc d divise D

- Si b ne divise pas a.
Ecrivons la division euclidienne de a par b, a=bxq+r avec 0<r<b
Ona D=PGCD(a;b)=PGCD(b;r)
- Si rdivise b, alors D=PGCD(b ; r)=r,

D'autre part puisque d divise a et b, alors d divise »=a - b x g, donc d divise D

- Si r ne divise pas b, on peut alors recommencer l'opération.
Or, d'apres l'algorithme d'Euclide, on obtiendra D =PGCD(r,,_q ; ;)

avec r, le dernier reste non nul, c'est-a-dire avec r,, diviseur de r;,_{ . Donc D=r

A chaque étape on pourra écrire que d divise r; et par conséquent d divise r,, .

On aura donc démontré que d divise D.
On en déduit que tout diviseur commun a a et b est un diviseur de leur PGCD.
L'ensemble des diviseurs communs a « et a b est 1'ensemble des diviseurs de leur PGCD.

Propriété : Homogénéité

n

Soit a , b et k trois entiers naturels non nuls.
PGCD( ka ; kb) = k PGCD(a ; b)

Preuve :

Sia=bqg+ravecO0<r<b,alorska=kbq+kravecO0<kr<kb(carke IN)
Donc kr est le reste de la division de ka par kb d’apres I'unicité de I’écriture.

En utilisant les notations de 1’algorithme d’Euclide et multipliant chaque membres des égalités par k, on obtient :

PGCD( ka ; kb) =PGCD( kb ; krg)= ... =k r,=kPGCD(a ; b)

2) NOMBRES PREMIERS ENTRE EUX

Exemple :
. s . L . 1223
On voudrait savoir s'il est possible de simplifier la fraction 7

Pour cela on peut déterminer le PGCD de 1223 et 717. On trouve PGCD(1223 ;717) = 1.
Par conséquent les nombres 1223 et 717 n'ont pas de diviseur commun autre que 1 (et -1).
On dit que ces deux nombres sont premiers entre eux.

La fraction ne peut pas étre simplifiée. On dit que c'est une fraction irréductible.

Définition :

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls.
On dit que a et b sont premiers entre eux si leur PGCD est égal a 1.

Remarques :
. Deux nombres sont donc premiers entre eux s'ils n'ont d'autres diviseurs communs que

On dit aussi que a est premier avec b, ou que b est premier avec a.
On dit aussi parfois que a et b sont étrangers.

Rappel :
On dit qu'un entier naturel non nul p est premier si ses seuls diviseurs dans IN sont 1 et p.

PGCD — nombres premiers entre eux - cours éléve - auteur
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Propriété :

Soit a un entier relatif non nul.
Si p est un nombre premier qui ne divise pas a, alors PGCD(a ; p) = 1, c'est-a-dire que a et p sont premiers entre eux.
(Si p est un nombre premier, p est premier avec tout entier qui n'est pas un de ses multiples)

Preuve :
p est un nombre premier, donc dans IN 1'ensemble des diviseurs de p est {1 ; p} .
Puisque p ne divise pas a, p n'appartient pas a l'ensemble des diviseurs de a.

Donc dans IN, le seul diviseur commun a peta est 1 et PGCD(a ; p)=1.

Exemple :

Démontrons que la fraction %8366 est irréductible.

Propriété :

Soit a et b des entiers relatifs non nuls.

Si D =PGCD(a ; b), alors % et % sont des entiers relatifs non nuls premiers entre eux.

(il existe a’et b’ deux entiers relatifs non nuls premiers entre eux tels que a =Da’ et b=Db" )

Preuve :

D =PGCD(a; b) alors D divise a et D divise b.
On en déduit qu’il existe a’ et b’ deux entiers relatifs non nuls tels que a=Da' et b=Db".

a b . .
Donc — et — sont des entiers relatifs non nuls.
D D
. .. . a b
Soit d € IN un diviseur commun a ) et R alors

3) THEOREME DE BEZOUT

Théoréme de Bézout :

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls.

a et b sont premiers entre eux si, et seulement si, il existe deux entiers relatifs u et v tels que au + bv=1.

Preuve :

. Supposons qu'il existe deux entiers relatifs u et v tels que au + bv = 1.

. Supposons que a et b sont premiers entre eux.
Considérons l'ensemble E des entiers naturels non nuls de la forme au+bv avecue Z et ve Z
E n'est pas vide (E contient a ou -a, E contient b ou -b, E contient 2a + 3b ou -2a - 3b ...), donc E a un plus petit élément m.
On peut écrire m=auy +bv| avecuje Z etvie Z .

Ecrivons la division euclidienne de a parm: a=mg+r avec reIN et 0< r<m.

Ona alors: a=(auy+bv))g+r = r=a-(au; +bvy)g = r=a(l-upq)+b(-vi g

Donc r est un entier naturel de la forme au+bv avec ue Z et ve Z  etdautre part r<m.
Comme m est le plus petit élément de E, on en déduit que » = 0, c'est-a-dire que a est divisible par m.

De méme on démontrerait que b est divisible par m.

Donc m est un diviseur commun a a et b.

Comme a et b sont premiers entre eux, on en déduit que m = 1.
Onadonc 1=auj+bv; avecuje Z etvie Z

Remarque : Le théoréme de Bézout est particuliérement intéressant pour travailler sur des expressions littérales ou sur des grands nombres.

Exemple :
En utilisant l'algorithme d'Euclide démontrons que 383 et 127 sont premiers entre eux et déterminons des entiers relatifs u et v tels que 383u + 127v =1
PGCD — nombres premiers entre eux - cours éléve - auteur : Pierre Lux -
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Pour déterminer u et v, I'idée est d'exprimer le 1 qui apparait comme reste
de la derniére division en fonction des nombres 383 et 127.

On peut écrire 383=127x3+2 (1) D'apres I'égalité (1), on peut écrire

et 127=2x63+1 (2) D'apres 1'égalité (2), on peut écrire
En remplagant 2 par 383 - 127 x 3 dans I'égalité (3), on obtient :

Donc PGCD(383; 127) =1 c'est-a-dire que 383 et 127 sont premiers
entre eux.

On peut donc prendre u =-63 et v=190.

Le couple (u ; v) d'entiers relatifs n'est pas unique, on peut vérifier que les couples (64 ;-293) et (-317 ; 956) répondent aussi a la question.

Propriété :

Soit a , b des entiers relatifs non nuls et D un entier naturel non nul . Les propositions si-dessous sont équivalentes :
D =PGCD(a ; b)

a b . . .
) et ) sont des entiers relatifs non nuls premiers entre eux.

a=Da' et b=Db' a'etb’étant deux entiers relatifs non nuls premiers entre eux.

Preuve :

Soit a , b des entiers relatifs non nuls et D un entier naturel non nul.

. a b . . .
On a déja vu que si D = PGCD(a ; b), alors ) et 0] sont des entiers relatifs non nuls premiers entre eux.
a b . . .
. Supposons que D et D sont des entiers relatifs non nuls premiers entre eux.

. b . .. .
Puisque % et ) sont des entiers, D divise a et D divise b .

Soit g =PGCD(a ; b).
D divise a et b, donc D divise g etdonc D<g.

a b . . . . a b N
D'autre part D et D sont premiers entre eux, donc il existe des entiers relatifs u et v tels que ) u+ ) v=1,c'est-a-dire D =au + bv .

Mais g étant le PGCD de a et de b, g divise a et b, donc g divise au + bv donc g divise D, donc g <D.
On a donc finalement g=D, c'est-a-dire D =PGCD(a ; b)

On a donc démontré 1’équivalence des deux premiéres propositions.

L’équivalence des deux derniéres propositions est immédiate.

Théoréme de Bézout généralisé : Caractérisation du PGCD

Soit a , b des entiers relatifs non nuls et D un entier naturel non nul .
D =PGCD(a ; b) si et seulement si D divise a et b ets’il existe deux entiers relatifs u et v tels que au + bv=D.

Preuve : exigible

Remarque :

PGCD — nombres premiers entre eux - cours éléve - auteur : Pierre Lux -
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La condition D divise a et b estimportante . Par exemple 7=4X1+3X1 , mais 7 n’est pas le PGCD de 4 et 3

4) THEOREME DE GAUSS

Théoréme de Gauss :

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls et ¢ un entier relatif.
Si a divise bc et si a est premier avec b, alors a divise c.

Preuve : exigible

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls et ¢ un entier relatif tels que a divise bc et a est premier avec b.
a et b sont premiers entre eux, il existe donc des entiers relatifs u et v tels que  au+bv=1.

Propriété : ( parfois appelé théoréme d’Euclide )

Soit a et b deux entiers relatifs et p un nombre premier.
Si p divise le produit ab, alors p divise a ou p divise b.

Preuve :
Soit a et b deux entiers relatifs. On suppose que p est un nombre premier divisant le produit ab.
Supposons que p ne divise pas a, alors a #0 et a et p sont premiers entre eux (puisque p est premier)

Donc p divise ab et p est premier avec a, donc p divise b. (Théoréme de Gauss)

Propriété :

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls premiers entre eux et soit » un entier naturel.
Si n est divisible par a et par b, alors n est divisible par le produit ab.

Preuve :

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls premiers entre eux, et n un entier naturel tel que n est divisible par a et par b.

a et b sont premiers entre eux, il existe donc des entiers relatifs u et v tels que

On a alors

On sait que a divise n, donc n=aq avecq e Z et bdivisen, donc n=bq' avec qg'e Z .

L'égalité nau+nbv=n peut alors s'écrire

Alors ab divise ab divise donc  ab divise c'est-a-dire  ab divise

Exemple :
Si un nombre est divisible par 5 et par 6, alors

PGCD — nombres premiers entre eux - cours éléve - auteur : Pierre Lux -
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- PGCD - NOMBRES PREMIERS ENTRE EUX - MATH EXP chapitre 7 : L’ESSENTIEL DU COURS

PGCD :

a étant un entier naturel, l'ensemble
des diviseurs de a est égal a l'ensemble
des diviseurs de -a.

On pourra étendre, si besoin est, la
notion de PGCD a des nombres entiers
relatifs. On dira par exemple :
PGCD(-15; 12) =PGCD(15; 12)=3

Propriétés :

PGCD(a; b) <a
PGCD(a; b) <b
PGCD(a ; b) =PGCD(

Soit a et b deux entiers naturels non nuls.
Un entier naturel qui divise a et qui divise b est appelé diviseur commun a a et b.

L'ensemble des diviseurs communs & a eta b posséde un plus grand élément que l'on appelle le plus grand
commun diviseur de a et b,on le note PGCD(a ; b).

b;a)

Si b divise a, on a
PGCD (a;1)=1
PGCD (a;a)=a

PGCD(a; b)=b

Soit a et b deux entiers naturels non nuls.

Lemme d’Euclide :

Algorithme d’Euclide :

En effectuant des divisions
euclidiennes successives : de a par b,
puis du diviseur par le reste, ... le
premier reste non nul est le PGCD de

aetdeb.

Ensemble des diviseurs : I

Homogénéité :

Sir=0,
Sir =0,

PGCD(a ; b) =
PGCD(a, b) =

Pour déterminer le PGCD de 410258 et de 126 écrivons les
divisions euclidiennes successives :

410258 =126 % 3
126 =2x 63

Donc PGCD(410258 ; 126)=2

b
PGCD(b ; 1)

256 +2
+0

Soit a et b deux entiers naturels non nuls.
L'ensemble des diviseurs communs a a et a b est I'ensemble des diviseurs de leur PGCD.

Soit a , b et k trois entiers naturels non nuls.
PGCD( ka ; kb) = k PGCD(a ; b)

Soit g et r le quotient et le reste de la division euclidienne de a par b.

Pour déterminer le PGCD de 15648 et de 657 écrivons les
divisions euclidiennes successives :
15648 = 657 x 23 + 537
657=537x1+120
537=120 x4 + 57
120=57Tx2+6
5T=6x9+3
6=3x2+0

Donc PGCD(135648 ; 657)=3

Nombres premiers
entre eux :

Propriété :

Si p est un nombre premier, p est
premier avec tout entier qui n'est pas
un de ses multiples

Si
Propriété :

D =PGCD(a ; b), alors

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls.
On dit que a et b sont premiers entre eux si leur PGCD est égal a 1.
On dit aussi que a est premier avec b, ou que b est premier avec a, ou que a et b sont étrangers.

eti
D

Soit @ un entier relatif non nul. Si p est un nombre premier qui ne divise pas a, alors PGCD(a ; p) = 1, c'est-a-dire
que a et p sont premiers entre eux.

sont des entiers relatifs non nuls premiers entre eux.

(il existe a’et b' deux entiers relatifs non nuls premiers entre eux tels que a =Da’ et b=Db' )

Théoréme de Bézout :

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls.
a et b sont premiers entre eux si, et seulement si, il existe deux entiers relatifs u et v tels que au + bv=1.

Comment déterminer u etv ?

Pour déterminer u et v, l'idée est d'exprimer le 1 qui apparait comme reste
de la derniére division en fonction des nombres 383 et 127,

En utilisant I'algorithme d'Euclide
démontrons que 383 et 127 sont
premiers entre eux et déterminons des
entiers relatifs u et v tels que
383u+127v=1

On peut donc prendre u =-63 et v=190. —
Le couple (u ; v) d'entiers relatifs n'est pas
unique, on peut vérifier que les couples

(64 ;-293) et (-317;956) répondent aussi a
la question.

On peut écrire 383=127x3+2

et 127=2%x63+1

Donc PGCD(383:127)=1 clest-a-di
entre eux.

(8]
2)

re que 383 etiﬁi?isio;lfa;eimiiﬁf*’

D'aprés I'égalité (1), on peut écrire 2=383-127x3
D'aprés I'égalité (2), on peut écrire  1=127-2x63  (3)
En remplagant 2 par 383 - 127 x 3 dans |'égalité (3), on obtient :
1=127-[383- 127 x 3] x 63
=127-383 x 63 + 127 x 3 x 63
=127(1 +3 x 63) - 383 x 63
= 383 x (-63) + 127 x (190)

Théoreéeme de Bézout
généralisé :
Caractérisation du PGCD

D =PGCD(a ; b) si et seulement si D divise a et b ets’il existe deux entiers
relatifs u et v tels que au + bv=D.

La condition D divise a et b est
importante . Par exemple

7=4X1+3X1 , mais 7 n’est
pas le PGCD de 4 et 3

Théoréme de Gauss :

Propriété :
(Théoréeme d’Euclide)

Propriété :

Soit a et b deux entiers relatifs et p un nombre premier.
Si p divise le produit ab, alors p divise a ou p divise b.

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls et ¢ un entier relatif.
Si a divise bc et si a est premier avec b, alors a divise c.

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls premiers entre eux et soit # un entier naturel.
Si n est divisible par a et par b, alors n est divisible par le produit ab.
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PGCD Ex7-5:

Ex7-1: Déterminer les entiers naturels non nuls a tels que :

1) Déterminer ’ensemble D(54) des diviseurs positifs de 54 et D(270) | PGCD(261;a)=87 et a<261
I’ensemble des diviseurs positifs de 270.

Utiliser PGCD(a;b)=PGCD(a-kb;b)

2 ) En déduire I’ensemble des diviseurs communs de 54 et 270, puis le

PGCD de 54 et 270 Ex7-6:

Montrer que PGCD(1671;1669)=1.

Ex7-2:

1) Vérifier que 5X181-8x113=1

Ex7-7:

2 ) En déduire I’ensemble des diviseurs communs de 181et 113, puis le Montrer que deux entiers consécutifs sont premiers entre eux.
PGCD de 1181 et 113.

Ex 7-3 : PCDG(a ;b)=PGCD(a-c ;b-c) ?

Soit a, b et ¢ trois entiers.
La proposition PGCD|(a;b)=PGCD (a—c;b—c) est-elle vraie ? Justifier. |Ex 7-8 : PGCD de a(n) et b(n)

Soit n un entier naturel . Déterminer suivant les valeurs de n les
valeurs de :

1) PGCD(n;3n+17)

Ex7-4:
Soit n un entier naturel et les entiers a=n+2 et b=3n+1 .

1) Montrer que si d divise a et b, alors d divise 5.

2) PGCD(5n+4;3n—1)

2) En déduire les valeurs possibles du PGCD de a et b .
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3) PGCD(2n+15;n+3)

Ex 7-9 : Montrer I’égalité de deux PGCD

Soit a et b deux entiers naturels non nuls.
On pose A=5a+9b et B=4a+7b

Montrer que PGCD(A ;B)=PGCD/{a;b)

Algorithme d’Euclide et conséquences
Ex 7-10 : Appliquer ’algorithme
Déterminer le PGCD de 13234 et de 4568

Vérifier avec la calculatrice.

Ex 7-11 : Programmation de I’algorithme d’Euclide

En utilisant I’instruction python a%b qui donne le
reste de la division euclidienne de a par b, compléter

@ python

I’algorithme ci-dessous qui applique 1’algorithme d’Euclide.

a=int(input("a="))
b=int(input("b="))
if ( ):
(a,b)=(b,a)
while ( ):
=
a=
b=
print( )

OO UTA, WN -

(a,b)=(b,a) permet d’échanger a et b

Ex 7-12 : Recherche des diviseurs communs

1) Déterminer a I’aide de I’algorithme d’Euclide le PGCD de 2002 et de

4598.

2) En déduire D(2002,4598) I’ensemble des diviseurs communs positifs

de 2002 et de 4598.

Ex 7-13 : Recherche des diviseurs communs

Soit n un entier naturel tel que :
- dans la division euclidienne de 2791 par n , le reste est 8

- dans la division euclidienne de 2660 par n , le reste est 9.

Déterminer n .

corrections : http://pierrelux.net
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Ex 7-14 : Homogénéité Ex 7-17 :

Soit m et n deux entiers naturels non nuls. Soit a, b et c des entiers naturels non nuls tels que a est
premier avec b et c .

1) Déterminer PGCD(m;4m+1)

1) Montrer que tout diviseur commun de a et bc estun
diviseur de PGCD|ac;bc)

2) En déduire PGCD(nm;n(4m+1))

2) En déduire que tout diviseur commun de a et bc estun
diviseur de c .

Ex 7-15 : Homogénéité
Soit m et n deux entiers naturels non nuls.
On pose A=n"+7n et B=n"+9n+14

3) En déduire que a est premier avec bc .

1) Factoriser A et B.

2 ) Par disjonction de cas sur la parité, déterminer PGCD(n;n+2) Ex 7-18 : Fractions irréductibles

Soit n un entier naturel.

est une fraction irréductible.

Montrer que

3) En déduire PGCD(A ;B) en fonctionde n .

Ex 7-19 : Trouver deux entiers de PGCD connu

1) Trouver tous les couples (a;b)€N’ tels que a+b=117 et
PGCD|a;b)=13

Nombres premiers entre eux
Ex 7-16:

Soit a et b deux entiers premiers entre eux.
Montrer que a+b est premier avec a et b .
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2 ) Trouver tous les couples (a;b)EIN tels que ab=939870 et Ex 7-21 : Recherchede u et v e pgthon

PGCD(a;b)=177
On considére deux nombres a et b premiers entre eux, avec a>b
Compléter 1’algorithme ci-dessous permettant de trouver u et v

1 |a=int(input("a="))

2 |b=int(input("b="))

3 |u=1

4 |c=a

5 |while (a%b ):
6 u=

7 a=u*c

8 |v=

9 |print ("u=",u,"v=",v)

Théoréme de Bézout
Ex 7-20 : Calculer les coefficient de Bézout

1) Montrer que 96 et 67 sont premiers entre eux et déterminer des
entiers u et v tels que 96u+67v=1

Ex 7-22 : Utiliser le théoréme de Bézout

Dans chacun des cas, montrer que pour tout entier n , les entiers a et
b sont premiers entre eux.

1) a=5n+2 et b=3n+1

2) a=n*+1 et b=n

3) a=n+5 et b=2n(n+5)+1

Ex 7-23 : Utiliser le théoréme de Bézout

2) En déduire un couple d’entiers (x; y) tels que 96 x+67 y=11 Soit a et b deux entiers strictement positifs tels que (a*+ ab—b2)2= 1.

Montrer que a et b sont premiers entre eux.

3 ) Déterminer le PGCD de -330 et 473
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3 ) En déduire une solution particuliére de 23x—11 y:31‘E)

4) En déduire toutes les solutions de (E)

Théoréme de Gauss
Ex 7-24 : Résoudre une équation diophantienne de la forme ax=b

Résoudre dans Z° , I’équation 4(x—2)=5(y—1) (E)

Ex 7-26: Résoudre une équation diophantienne de la forme ax+by=c

On consideére les équations 45x+57 y=6 et 15x+19y=1 (E1)

1) Justifier que I’équation (El) admet au moins une solution dans Z> .

2 ) Déterminer une solution (x ¢;y,) de (E1).

Ex 7-25 : Résoudre une équation diophantienne de la forme ax+by=c

On considére I"équation 23x—11y :1(E1) 3) Montrer que I’équation 45 x+57 y=6 est équivalente a 1I’équation

15x+19y=2 (E)
1) Justifier que cette équation admet au moins une solution dans Z° .

4) Déterminer une solution particuliere de 15x+19y=2 (E)

2) Déterminer une solution (X o; y,) de (E1). 5) Déterminer toutes les solutions de (E)
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Ex 7-27: Théoréme d’Euclide
Soit a et b deux entiers relatifs et p un nombre premier.

Montrer que si p divise le produit ab, alors p divise a ou p divise b.

Appliquer la derniére propriété du cours :

Si n est divisible par @ et par b (premier entre eux ), alors n est divisible par le produit ab.

Ex7-28:
Soit un entier naturel n . On pose a=n(n+1)(n+2).

Montrer que a est divisible par 2, 3 et 6.

Ex7-29:
Montrer que pour tout entier naturel n, 10"=1[9]

En déduire que 10"+8 est divisible par 9 et par 18.

Problémes :

Ex 7-30 : Baccalauréat S Amérique du Sud 22 nov 2016 —ex4

corrections : http://pierrelux.net

Rep_units : Congruences — Divisibilié - Gauss

Les entiers naturels 1, 11, 111, 1111, ...sont des rep-units. On appelle ainsi les entiers naturels ne
s'écrivant qu'avec des 1.
Pour tout entier naturel p non nul, on note N, le rep-unit s'écrivant avec p fois le chiffre 1 :

k=p-1
Np= 1l...1 = 10%,
i
duchite 1

Dans tout I'exercice, p désigne un entier naturel non nul.
L'objet de cet exercice est d'étudier quelques propriétés des rep-units,

Partie A : divisibilité des rep-units dans quelques cas particuliers

1. Montrer que Ny n'est divisible ni par 2 ni par 5.
2. Dans cette question, on étudie la divisibilité de N, par 3,
a. Prouver que, pour tout entier naturel j, 10/ =1 mod 3.
b. En déduire que N, = p mod 3.
¢. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que le rep-unit N, soit divisible
par 3.
3. Dans cette question, on étudie la divisibilité de Ny, par 7.
a. Recopier et compléter le tableau de congruences ci-dessous, ol a est 'unique entier rela-
tif appartenant 4 {-3; -2; -1;0; 1; 2; 3} tel que 10" = g mod 7.
On ne demande pas de justification.

| m ] 0 | 1 | 2 | 3 [ 4 ]

[ a | | | | | \ [ 1

|
o)

&

Soit p un entier naturel non nul.
Montrer que 107 = 1 mod 7 si et seulement si p est un multiple de 6.
On pourra utiliser la division euclidienne de p par6.
107 -1

9
Démontrer que « 7 divise Np » est équivalent & « 7 divise 9Ny ».

8

Justifier que, pour tout entier nature p non nul, Ny, =

B

e. En déduire que N, est divisible par 7 si et seulement si p est un multiple de 6.

Partie B : un rep-unit strictement supérieur a 1 n'est jamais un carré parfait

1. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.
On suppose que I'écriture décimale de n® se termine par le chiffre 1, ¢'est-a-dire n® = 1 mod 10.

a. Recopier et compléter le tableau de congruences ci-dessous.

n=... [10) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

. [10]

b. En déduire qu'il existe un entier naturel m tel que : n = 10m+ 1 ou
n=10m-1.
¢. Conclure que n® = 1 mod 20,
2, Soit p un entier naturel supérieur ou égal a 2.
Quel est le reste de la division euclidienne de N, par 207

3. En déduire que, pour p entier naturel supérieur ou égal 4 2, le rep-unit N, n'esl@ge./lelc@qé
d'un entier.
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7 : PGCD — Nombres premiers entre eux : exercices - page 8

Ex 7-31 : Baccalauréat S Métropole 20 juin 2016 — ex 4

Droites — Coordonnées entiéres : Divisibilié - PGCD - Bézout

@ python

Pour tout couple d'entiers relatifs non nuls (a, b), on note pged(a, b) le plus grand diviseur commun
deaetb. -
Le plan est muni d'un repére (O % BT ]

5 2
1. Exemple. Soit A la droite d’équation y = zx— 3
a. Montrer que si (x, y) est un couple d'entiers relatifs alors I'entier 15x— 12y est divisible par

3

b. Existe-il au moins un point de la droite A; dont les coordonnées sont deux entiers relatifs?
Justifier.
Généralisation

m
On considére désormais une droite A d'équation (E) : y = —x— £ olt m, n, p et g sont des
n q

entiers relatifs non nuls tels que pged(m, n) = pged(p, ) = 1.
Ainsi, les coefficients de I'équation (E) sont des fractions irréductibles et on dit que A est une
droite rationnelle.
Le but de I'exercice est de déterminer une condition nécessaire et suffisante sur m,n, p et g
pour qu'une droite rationnelle A comporte au moins un point dont les coordonnées sont deux
entiers relatifs,

2. On suppose ici que la droite A comporte un point de coordonnées (xp, yo) ol xp et yp sont des
entiers relatifs.
a. En remarquant que le nombre ny, — mxg est un entier relatif, démontrer que g divise le

produit np.

b. Endéduire que g divise n.

3. Réciproquement, on suppose que q divise n, et on souhaite trouver un couple (xg, yo) d'en-

E ) m
tiers relatifs tels que yy = —xp - =.
n q
a. On pose n = gr, olt r est un entier relatif non nul. Démontrer qu'on peut trouver deux
entiers relatifs u et v tels que gru—mv=1.
b. En déduire qu'il existe un couple (xq, yu) d’entiers relatifs tels que

m
==—Xo— =,
M p

2 : " 7 8 ¥ e x :
4. Soit A la droite d’équation y = —x — —, Cette droite posséde-t-elle un point dont les coordon-
nées sont des entiers relatifs? Justifier.
5. On donne l'algorithme suivant :

1 |from math import floor
2

3 | M=int(input("M="))

4 | N=int(input("N="))

5 | P=int(input("P="))

6 | Q=int(input("Q="))

7

8 |if(N%Q==0):

9 X=0

10 | Y1=-P/Q

11| Y2=-P/Q

12 while ((floor(Y1)!=Y1) and (floor(Y2)!=Y2)):
13 X=X+1

14 Y1=M/N*X-P/Q
15 Y2=-M/N*X-P/Q
16 if (floor(Y1)==Y1):
17 print (X,Y1)

18 else:

19 print (X,Y2)

20 |else:

21 print ("il n'y a pas de solutions")

a. Justifier que cet algorithme se termine pour toute entrée de M, N, P, Q, entiers relatifs non
nuls tels que pged(M, N) = pged(P. Q) = 1.

b. Que permet-il d'obtenir?

corrections : http://pierrelux.net
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Ex 7-32 : Baccalauréat S Antilles-Guyane spet 2015 —ex 4

Cryptographie : Congruences — Equation diophantienne - Gauss — Bézout

On considére 'équation

51x-26y =1

ol x et y sont des nombres entiers relatifs.
1. Justifier, en énoncant un théoréme du cours, que cette équation admet au moins un couple solu-
tion.
2. a. Donner un couple solution (xg; yp) de cette équation.

b. Déterminer I'ensemble des couples solutions de cette équation.

Partie B

On fait correspondre & chaque lettre de I"alphabet un nombre entier comme l'indique le tableau ci-
dessous :

A B C D E F G H 1 J K L M
0 1 2 3 4 3 6 7 8 9 10 11 12
N o] P Q R S T U Vv w Y z
13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

Afin de coder une lettre de 'alphabet, correspondant & un entier x compris entre 0 et 25, on définit une
fonction de codage f par f(x) = y, ol y est le reste de la division euclidienne de 51.x + 2 par 26.
La lettre de I'alphabet correspondant a I'entier x est ainsi codée par la lettre correspondant 4 I'entier y.
1. Coder lalettre N.
2. En utilisant la partie A, déterminer l'entier a tel que 0 < a < 25et5la=1 [26].

3. Démontrer que si la lettre correspondant & un entier x est codée par une lettre correspondant a un
entier y, alors x est le reste de la division euclidienne de ay + 2 par 26.

4. Déterminer alors la lettre qui est codée par la lettre N.

5. On applique 100 fois de suite la fonction de codage f & un nombre x correspondant & une certaine
lettre. Quelle lettre obtient-on?

corrections : http://pierrelux.net
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LES NOMBRES PREMIERS

1) DEFINITION ET PROPRIETE

Définition :

Un entier naturel est premier s'il n'admet que deux diviseurs positifs : 1 et lui méme. 1 n'est pas un nombre premier.
Exemple :

2,3,5,7 sont des nombres premiers . 4, 6, 8,9, 10 ne sont pas des nombres premiers.

Propriétés :

Soit a un entier naturel strictement supérieur a 1.
. aposséde au moins un diviseur premier.
. sian'est pas premier, alors au moins un des diviseurs premiers de a est inférieur ou égal & va .

Preuve :
Soit a un entier naturel strictement supérieur a 1.
. Considérons D, I'ensemble des diviseurs de a strictement supérieurs a 1.
D, n'est pas vide car il contient a. D a donc un plus petit €lément 7.
Par définition, ce plus petit élément n est un diviseur de a strictement supérieur a 1.

Supposons que 7 ne soit pas premier. n possede donc un diviseur p différent de 1 et de n.
Comme on sait que 0 ne divise pas n,ona p> 1.

D'autre part p étant un diviseur de n, on saitque |p|<|n|.Onadonc 1<p<n.

Alors on sait que p divise n et n divise a, donc p divise a . On en déduit donc que p € D, .

Ceci est en contradiction avec le fait que 7 est le plus petit élément de D, .

On ne peut donc pas supposer que 7 n'est pas premier.
On en déduit donc que 7 est un diviseur premier de a et que a possede donc au moins un diviseur premier.

. Soit n un diviseur premier de a. On peut écrire a=nxk avec k € IN*.

a n'est pas premier et ne peut donc pas étre égal & n qui est premier . On a alors k> 1.

- Sin< Va, alors n est bien un diviseur premier de a inférieur ou égal a Va .

- Sin> Ja , alors :

nxk>k Ja = a>k Ja = k< Ja .

k est donc un diviseur de @ inférieur & Va .
k étant strictement supérieur a 1, il a un diviseur premier p etonsaitque p <k donc p< Va .
p étant un diviseur de k et k£ un diviseur de a, on en déduit que p est un diviseur de a.
p est donc un diviseur premier de a inférieur ou égala Va .

Dans tous les cas on a donc trouvé un diviseur premier de a inférieur ou égal & Va .

Remarques :

. Un entier naturel strictement supérieur a 1 et qui n'est pas premier est appelé nombre composé.

. Pour déterminer si un nombre donné N est premier, on peut chercher s'il est divisible par un nombre premier inférieur ou égala VN .
- Sil'un des nombres premiers inférieurs ou égaux a N divise N,

- Siaucun des nombres premiers inférieurs ou égaux a VN ne divise N,

Cette méthode nécessite de connaitre la liste des nombres premiers inférieurs ou égaux a VN .

2) CRIBLE D’ERATOSTHENE

Le crible d'Eratosthéne est une méthode permettant d'obtenir tous les nombres premiers inférieurs a un nombre donné.
Pour trouver par exemple tous les nombres premiers inférieurs a 100, on écrit dans un tableau tous les nombres de 1 a 100.

| 5 3 4 5 P 7 Q 9 0 -On raye le nombre 1 qui n'est pas .premier. .
Le premier nombre non ray¢ est 2, il est premier.
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 - On raye tous les multiples de 2 supérieurs a 2.
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 Le premier nombre non ray¢ est 3, il est premier.
- On raye tous les multiples de 3 supérieurs a 3.
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 . . . )
Le premier nombre non ray¢ est 5, il est premier.
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 - On raye tous les multiples de 5 supérieurs a 5.
51 52 53 54 55 56 57 53 59 60 Le premier nombre non rayé est 7, il F:gt prerpier.
- On raye tous les multiples de 7 supérieurs a 7.
6l 62 63 64 65 66 67 68 69 70 Le premier nombre non rayé est 11, il est premier.
71 72 73 74 75 76 77 78 79 80
On peut s'arréter car 11> 100
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 .
On a obtenu alors dans les cases non rayées, les
91 92 93 94 95 96 97 98 99 100 nombres premiers inférieurs a 100.
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3) INFINITE DES NOMBRES PREMIERS

Propriété :

11 existe dans IN une infinité de nombres premiers.

Preuve : exigible

4) DECOMPOSITION EN PRODUIT DE FACTEURS PREMIERS

Propriété :

Soit 7 un entier supérieur ou égal a 2.
n peut se décomposer sous la forme :  n=p %1 py%2 ... p; %
ou py,py, -, P sontdes nombres premiers tels que p| <py <...<pj et aj, 0y, .., oy desentiers naturels non nuls.

Cette décomposition est appelée décomposition de # en produit de facteurs premiers.

On admet que cette décomposition est unique.

Preuve :

Soit la propriété P(n) : "tout entier g tel que 2 < ¢ < n peut se décomposer en produit de facteurs premiers.", pour n>2 (HR)

Démontrons par récurrence que cette propriété est vraie pour tout entier n > 2.

Initialisation :

2 peut se décomposer sous la forme 2 = 2l La propriété P(2) est donc vraie.

Hérédité :

Supposons P(n) vraie pour un entier n > 2 fixé, c’est a dire pour tout entier g tel que 2 < g < n, g peut se décomposer en produit de facteurs
premiers.

Montrons que la propriété P(n+1) est vraie, c’est a dire pour tout entier ¢ tel que 2 < g <n+1, ¢ peut se décomposer en produit de facteurs premiers.

Soitgunentiertel que2<g<n+1
-Si2 < g <n, gpeutse décomposer en produit de facteurs premiers, d’apres (HR)
- Sig=n+ 1, alors on peut envisager deux cas :
- Sin+ 1 est premier, alors on peut écrire n+ 1= (n+ 1)] et la décomposition est immédiate.
- Sin+ 1 n'est pas premier, alors n + 1 a un diviseur premier p tel que l <p<n+1,donc 2< p<n.
On peut alors écrire (n+ 1)=pq avec g entier tel que 2<g<n.
Dapres (HR), on peut décomposer ¢ en facteurs premiers.
On obtient alors une décomposition de p x g en facteurs premiers, c'est-a-dire une décomposition de # + 1 en facteurs premiers.

On a donc démontré que P(n+1) est vraie.

Conclusion :
P(n) est vraie pour tout entier n > 2 et en particulier tout entier n > 2 peut se décomposer en produit de facteurs premiers.

Exemples :
450 . 17787 .
On obtient : On obtient :
450= 17787=

On cherche les diviseurs premiers dans 1’ordre croissant.

Remarques :
Du fait de l'unicité de le décomposition, si n a pour décomposition en produit de facteurs premiers n = plal p2a2 pkak

alors tout diviseur premier de n est I'un des nombres p{,py, ..., py

. Laplupart des calculatrices de lycée permettent d'obtenir la décomposition d'un nombre en produit de facteurs premiers :
Les nombres premiers - cours éléve - auteur : Pierre Lux
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Avec une Tlnspire:
factor(450) -

factor(17787)

37711

5) ENSEMBLE DES DIVISEURS

Exemple :
Dans IN I'ensemble des diviseurs de 200 est {1;2;4;5;8;10;20;25;40;50;100;200}
On peut retrouver ce résultat a partir de la décomposition de 200 en produit de facteurs premiers.

En effet cette décomposition est 200 = 23 x52
On peut alors vérifier que les diviseurs de 200 sont les nombres s'écrivant sous la forme

Propriété :

Soit 7 un entier supérieur ou égal a 2, dont la décomposition en produit de facteurs premiers est n=p;*1 p,92 .. p; @k

L'ensemble des diviseurs naturels de z est I'ensemble des entiers d s'écrivant sous la forme d = plﬁl pzﬁz pkﬁk

ou By, By, ..., Py sont des entiers naturels telsque 0<B;<ay, 0<Py<ay,.., 0<Br< oy.

Preuve :

n est un entier supérieur ou égal a 2, dont la décomposition en produit de facteurs premiers est : n = plal pzaz... pkak

. Considérons un entier d s'écrivant sous la forme d= plﬁl pZBZ... pkBk

ou By,PBy, .., By sont des entiers naturels telsque  0<B;<a;, 0<Pr< oy, .., 0SPr< ay.

On peut alors écrire n=p*1 py%2... p; % = (plﬁl pzﬁz ...pkBk) x(p @ 1-B1 py ¢ 2-B2 o By

Donc n=dxgq avec g=p; * 1-P1 p 2B . Py o j-Br

Onsait que By, By, ..., By sont des entiers naturels telsque 0<B; <o, 0<Br<a,y, .., 0<Bp<ay .
Donc a-By; ap-By ;..; -y sontdes entiers naturels.

Par conséquent g est un entier naturel et d est donc un diviseur de n.

. Considérons un entier d diviseur de n.

- Sid=1, dpeuts'écrire sous la forme d:plﬁl pzﬁz...pkﬁk avec Py=Ppy=..=P;=0

- Sid>1,s0it d=gq; "1 ¢q5¥2...q,.Yr la décomposition de d en produit de facteurs premiers.

Alors g1, g5, ... , g, sont des diviseurs premiers de d, donc ce sont des diviseurs premiers de 7, donc ce sont certains des nombres py , py , ... , P, -

On peut donc écrire d =p131 pZBZ... pkﬁk ot By, By, ..., Py sont des entiers naturels .

(Sile nombre p; n'apparait pas dans la décomposition de d, on aura ;=0)

Démontrons que I'on a alors que By < a4
On sait que d divise n, et p]BI divise d , donc plﬁl divise n, donc plﬁl divise p1*1 py%2... p, %k .

Si By était strictement supérieur a o, alors plﬁl' %1 diviserait p2a2... pkak donc p; diviserait p2a2... P k(lk , ce qui n'est pas possible puisque

py n'est pas l'un des nombres py, ..., py .

Onadonc Bi<oy. Deméme onpeutjustifierque Pr< oy, .., Bp< oy.
Donc d s'écrit sous la forme d=p1[31 pZBZ...pkﬁk ou By, By, ..., By sont des entiers naturels tels que 0 <Py <a(,0<Py<a,, .., 0<PBr< ay
Remarque :

Si n a pour décomposition en produit de facteurs premiers 7 =p;*1 p,%2... p, %,

le nombre de diviseurs naturels de n est alors

En effet tout diviseur naturel peut s'écrire p1B1 pZBZ... pkBk et chaque nombre B; peut prendre les (o ; + 1) valeursde 0 a o ;.

La décomposition de 200 en produit de facteurs premiers est : 200 =

Ceci permet de dire que le nombre de diviseurs naturels de 200 est :
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6) APPLICATION : PETIT THEOREME DE FERMAT

Petit théoréme de Fermat :

Si p un nombre premier et a un entier naturel non divisible par p, alors a”™' - 1 est divisible par p. ou encore

Preuve :

Soit p un nombre premier et ¢ un entier naturel non multiple de p.
Les entiers p et a sont donc premiers entre eux.

Considérons I’ensemble des multiplesde a : A={a,2a,...,(p-1)a}
Ce sont p - 1 multiples non nuls de a . L’entier p ne divise aucun d’entre eux.

En effet, si p divisait ka (avec k entier, 1 < k < p -1), puisque p est premier avec a, il diviserait k£ d’aprés le théoréme de Gauss, ce qui est
impossible puisque & < p.

Donc leurs restes dans la division euclidienne par p sont non nuls et sont donc des éléments de {1,2,...,p—1}

Ces restes sont tous distincts : en effet si deux entiers & et k” appartenanta {1,2,..., p - 1}, avec k> k’, étaient tels que ka = ka’ (p) alors
p diviserait (k- k) a .

Orl1<k-k <p-2,donc (k-k’)aestélément de A et aucun élément de A n’est divisible par p.

On a donc p - 1 multiples de a dont les restes dans la division euclidienne par p sont exactement, a I’ordre pres, les entiers 1, 2,..., p— 1.

Considérons maintenant P le produit de ces multiples de a.

OnadoncP=1x2x..x(p-1) (p),cest-a-direP=(p-1)! (p).Ainsipdivise (P-(p-1)").
Or en réordonnant les facteurs de P, on obtient P = (p - 1) ! x a”™.

Donc P-(p-D)!=(@-)!xa”"- p-D!=@-)!x@’"'-1).

pdivisedonc (p-1) ! x (a?'-1) .

Or p est premier et ne divise aucun des facteurs de (p - 1) !. Il est donc premier avec (p - 1) !

Donc d’aprés le théoréme de Gauss, p divise a7~ 1.

Test de primalité :

Le petit théoréme de Fermat donne une condition nécessaire pour que p soit premier. On dit qu’il constitue un test de primalité, ou plut6t ici de non
primalité.

S’il existe un entier n compris entre 2 et p—1 tel que, #” ' n’est pas congrua 1 modulo p ,alors p n’est pas premier.

Ce test n’est pas efficace pour les grandes valeurs de p .

Propriété : Corollaire du petit théoréme de Fermat

Si p un nombre premier et @ un entier naturel, alors a” - a est divisible par p. ou encore

Preuve :
Dans la fiche d’exercices
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- LES NOMBRES PREMIERS - MATH EXP chapitre 8 : L’ESSENTIEL DU COURS

Définition :

http://pierrelux.net

Un entier naturel est premier s'il n'admet que deux diviseurs positifs : 1 et lui méme.
Un entier naturel strictement supérieur a 1 et qui n'est pas premier est appelé nombre composé.

Soit a un entier naturel strictement supérieur a 1.
. aposséde au moins un diviseur premier.
. sian'est pas premier, alors au moins un des diviseurs premiers de @ est inférieur ou égal a a

1 n'est pas un nombre premier.

Pour déterminer si un nombre donné N est premier, on peut chercher s'il est divisible par un nombre premier
inférieur ou égal a N .

. Sil'un des nombres premiers inférieurs ou égaux & VN divise N, alors N n'est pas premier.

. Siaucun des nombres premiers inférieurs ou égaux 2 VN ne divise N, alors N est premier.

Crible d’Eratosthéne :

- On raye le nombre 1 qui n'est pas
premier.

Le premier nombre non rayé est 2, il
est premier.

-On raye tous les multiples de 2
supérieurs a 2.

Le premier nombre non rayé est 3, il
est premier.

- On raye tous les multiples de 3
supérieurs a 3.

Le premier nombre non rayé est 5, il
est premier.

- On raye tous les multiples de 5
supérieurs a 5.

Le premier nombre non rayé est 7, il
est premier.

- On raye tous les multiples de 7
supérieurs a 7.

Le premier nombre non rayé est 11, il
est premier.

On peut s'arréter car 11 > V100

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 2 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
71 72 73 74 75 76 77 78 79 80
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90
91 92 93 94 95 9% 97 98 99 100

On a, obtenu alors dans les cases non rayées, les nombres premiers inférieurs a 100 (par exemple).

Infinité des nombres
premiers :

Il existe dans IN une infinité de nombres premiers.

Supposons que I'ensemble des nombres premiers soit un ensemble fini {py, py, ..., pi} -
Soit n=p| xpyx..xpp+ 1.
n est strictement supérieur a 1, il admet donc un diviseur premier, c'est-a-dire I'un des nombres p;.

p;divise n et p;divise py x py x ... x p., donc p; divise leur différence, c'est-a-dire 1, ce qui est absurde.

. . Tout diviseur premier de n est
L'ensemble des nombres premiers n'est donc pas un ensemble fini. p

Décomposition en produit
de facteurs premiers :

17787 3
5929 7
847 7
121 1
11 1
1

On obtient :

17787=3 X 7* X 11

I'un des nombres py,py, ..., Pk

Soit 7 un entier supérieur ou égal a 2.

n peut se décomposer sous la forme :  n=p*1 p,%2 ... p, %k

» Py, sont des nombres premiers tels que py <p, <... <pj et oy, 0y, .., 0y des entiers naturels

ou pl . p2 y ees
non nuls.
Cette décomposition est appelée décomposition de » en produit de facteurs premiers.

On admet que cette décomposition est unique.

Avec une Tinspire ;. factor(éSO) 9.3 2 5 2

factor(17787) 502,112

Ensemble des diviseurs :

L'ensemble des diviseurs naturels de n est I'ensemble des entiers d s'écrivant sous la forme d = p1B1 pzﬁz pkBk

ou Bq,By, ..., By sont des entiers naturels telsque 0<By<aq, 0<Pr<ay, .., 0<B< ay.

le nombre de diviseurs naturels de n estalors (o | +1)x(ay+1)x..x(azp+1).

Petit théoréeme de Fermat :

Ce test n’est pas efficace pour
les grandes valeurs de p .

Si p un nombre premier et ¢ un entier naturel non divisible par p, alors a”™' - 1 est divisible par p, cad a”"' =1 [p]
Le petit théoréme de Fermat donne une condition nécessaire pour que p soit premier.

p—1

Si pour tout entier n inférieura p, n n’est pas congru a 1 modulo p ,alors p n’est pas premier.

Si p un nombre premier et @ un entier naturel, alors a” - a est divisible par p.
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8 : Les nombres premiers : exercices - page 1

Reconnaitre des nombres premiers et des nombres composés

Ex 8-1 : Critéres de divisibilité
Les nombres suivants sont-ils premiers ?

425, 43576 , 97 , 342153 , 909381 , 454452

Ex 8-2 : Décomposition en produit de facteurs premiers
Décomposer les nombres ci-dessous en produit de facteurs premiers :

45, 37, 62, 85, 41, 242, 93, 500

Ex 8-3 : Vrai ou faux (justifier ou donner un contre-exemple)

1) Tous les nombres premiers sont impairs.

2)Siunnombre p estpremier alors p+2 n’est pas premier.

3) 1 est un nombre premier.

4) La somme de deux nombres premiers est un nombre premier.

5) 111 111 111 111 est premier.

Ex 8-4 : Puissance d’un nombre premier
Soit p un nombre premier .

1) Le nombre P est-il premier ?

corrections : http:/pierrelux.net

2) Quels sont les diviseurs positifs de p>?

3) Déterminer le nombre de diviseurs positifs de p" ol nelN

Ex 8-5 : Modulo 4

1) Montrer que tout entier de la forme 4k ou 4k+2 est composé pour
k=1 .

2 ) En déduire que tout nombre premier impair est de la forme 4k+1 ou
4k+3.

3 ) La réciproque est-elle vraie ?

Ex 8-6 : En factorisant

Soit n un entier naturel non nul.

1) Le nombre N=3n’+4n peut-il étre premier ?

2 ) Pour quelles valeurs de 1, le nombre M=n’—10n+16 est-il premier ?

Ex 8-7 : Identité remarquable

1) Montrer que si a’—b> est premier, alors a et b sont consécutifs.

2 ) La réciproque est-elle vraie ?
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8 H LES nombres pl‘emiers . exercices - page 2 corrections : http:/pierrelux.net

Ex 8-8 : Nombre premier ou pas ? Ex8-11:

Compléter 1’algorithme en Python ci-dessous permettant de déterminer si 1) a) Décomposer 48400 et 94864 en produit de facteurs premiers.
un entier naturel a est premier.

from math import * @ python
a=int(input("a=")) b ) Justifier que ces deux nombres sont divisibles par 44” .
m=floor(sqrt(a))
=2
while ( ):
if( ):
print(a,"n'est pas un nombre premier")
i=m+2 2 ) Déterminer sans calculatrice :

O 0 IO\ DN K W —

else:
i=it+1
if (i== ):
print(a,"est un nombre premier")

a ) Laracine carrée de 48400

—_— e —
[\ R ]

Utiliser les nombres premiers b ) La racine carrée de 94864

Ex 8-9 : Fractions irréductibles

1) Décomposer 54, 60 et 72 en produits de facteurs premiers.
48400
94864

¢ ) La fraction irréductible égale a

Ex 8-12 : Avec des factorielles

1) a) Montrer que 7 est premier avec 6 !

2) Rendre irréductible : Z—é et % b)) 8 est-il premier avec 7 ! ?

2) Soit p un nombre premier.
a) Montrer que p est premier avec (p—1)!
Ex8-10 :

Soit a et b deux entiers naturels avec b#0 .

Déterminer toutes les fractions % égales a 168 avec a<168 et b<315

b ) Soit un entier k , tel que 1<k<p—1 . Que peut-on dire de p et k! ?

Ex8-13: i+l
m n

Soit m et n deux nombres premiers distincts.

1) mn et m+n sont-ils premiers entre eux ?

L. 1 1 L .
2 ) Ecrire —+— sous forme d’une fraction irréductible.
m n
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Ex8-14:

1) Donner la décomposition en facteurs premiers de 2020.

2 ) Déterminer le plus petit entier naturel k tel que k® est un multiple de
2020.

Théoréme de Gauss et nombres premiers
Ex8-15: ab=0 [p] avec p premier et Na=nb [p] avec n et p premier entre eux
1) Soit p un nombre premier .

Montrer que :

ab=0[p] < a=0[p] ou b=0[p]

2 ) En déduire que pour tout entier n premier avec p ,ona:

na=nb[p] < a=b|p]

corrections : http:/pierrelux.net

Ex 8-16 : Inverse de a modulo p premier

Soit p un nombre premier . Onnote E,=(1,2,...,p—1]
Le but du probléme est de montrer que pour tout a€E , I’équation
ax=1[p| aune unique solution dans E, .

1) Montrer qu’il existe un entier x, , tel que ax,=1[p]

2)Onnote r le reste dans la division euclidienne de x, par p .

a ) Justifier que r est non nul.

b ) Montrer que ar=1[p].

¢ ) Conclure.

3) Supposons qu’il existe r’ € E, ,tel que ar’=1[p].
Justifier I’unicité de la solution

Ex8-17 :

1) Pour chaque nombre a de 1 a 10, compléter le tableau ci-dessous
donnant I’'unique nombre b tel que ab=1[11].

a 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2 ) En déduire que 10!+1 est divisible par 11.
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Nombre de diviseurs
Ex8-18 :
Un nombre s’écrit 4X10" .

Existe-il une valeur de n telle que 4X10" posséde 27 diviseurs.

Ex8-19 :

1) Soit p un nombre premier et 7 un entier naturel.
Déterminer le nombre de diviseurs de p" .

2 ) Déterminer le produit de ces diviseurs.

Petit théoréme de Fermat
Ex 8-20 : Démonstration du corollaire du petit théoréme de Fermat

On aimerait démontrer que si p un nombre premier et ¢ un entier naturel,
alors a” - a est divisible par p.

1) Vérifier le résultat pour a=0 .

2) On suppose maintenant a#0 .

a) Montrer que a”'-1divisea’ -a.

b ) On suppose que a n’est pas un multiple de p . Montrer que a” - a
est divisible par p.

¢ ) Montrer le méme résultat si « est un multiple non nul de p.

corrections : http:/pierrelux.net

Ex8-21: n"—n divisible par 33

1) Montrer que pour tout entier naturel n , le nombre n''—n est
divisible par 11.

2) a) Montrer que pour tout entier naturel n, n*=n(3].

b ) En déduire que le nombre n''—n est divisible par 3.

3) Déduire des questions 1) et 2) que n''—n est divisible par 33.

Ex 8-22 : n’—n divisible par 30

Soit n un entier naturel non nul..
1) Justifier que n’—n est divisible par 5.

2 ) Montrer que n (n*=1)(n*+1) est divisible par 3.
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3) Pourquoi n°—n est-il divisible par 30 ?

Ex8-23: 3""—3™" divisible par 9

Soit p un nombre premier . Montrer que pour tout entier naturel n,
3""P—3™" est divisible par p

Ex8-24: 3°"—1 divisible par 7

Montrer que pour tout entier naturel n, 3*"—1 est divisible par 7.

corrections : http:/pierrelux.net

Ex8-25: n'"°—n divisible par 182

Soit n un entier naturel non nul.
1) Justifier que n'*~n est pair.

2 ) Montrer que 13 et 7 divisent n"—n

3) En déduire que n"—n est divisible par 182.

Problémes :

Ex 8-26 : Baccalauréat S Pondichéry 17 avril 2015 —ex 4

Nombre de Mersenne : Divisibilité - Congruences — Nombres premiers (test de
primalité) - PGCD - Gauss

Les nombres de la forme 2" — 1 oi1 n est un entier naturel non nul sont appelés nombres de Mersenne.

1. On désigne par a, b et ¢ trois entiers naturels non nuls tels que
PGCD(b; ¢) =1.
Prouver, a I'aide du théoréme de Gauss, que :

si b divise a et ¢ divise a alors le produit be divise a.

2. On considére le nombre de Mersenne 2% — 1,
Un éleve utilise sa calculatrice et obtient les résultats ci-dessous.
(2®-1)+3
2863311530
(23 -1)+4
2147483648
(2%¥-1)+12
7158278826

TNaffirme que 3 divise (2% - 1) et 4 divise (2%% - 1) et 12 ne divise pas (2% - 1),

. En quoi cette affirmation contredit-elle le résultat démontré i la question 1.?

a
b. Justifier que, en réalité, 4 ne divise pas (233 -1).

o

En remarquant que 2= -1 [3], montrer que, en réalité, 3 ne divise pas 2By,
d. Calculer la somme §=1+2%+ (23)2 + (23)3 ot [29) ",
e. En déduire que 7 divise 2*° - 1.

3. On considére le nombre de Mersenne 27 — 1. Est-il premier? Justifier.

4. On donne I'algorithme suivant oit MOD(N, k) représente le reste de la division euclidienne de N par
k.
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from math import *

n=int(input("n="))

k=2

while (((2**n-1)%k!=0) and (k<=sqrt(2**n-1))):
k=k+1

print(k)

if k>sqrt(2**n-1):
print("'cas1")

else:
print("cas2")

— 0 0 31O LW~

[

a. Qu'affiche cet algorithme si on saisit n = 337 Et si on saisit n = 7%
b. Que représente le CAS 2 pour le nombre de Mersenne étudié? Que représente alors le nombre k
affiché pour le nombre de Mersenne étudié?

¢. Que représente le CAS 1 pour le nombre de Mersenne étudié?*
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Ex 8-27 : Baccalauréat S Centres étrangers juin 2015 —ex 4

Triplets pythagoriciens

Dans cet exercice, on s'intéresse aux triplets d'entiers naturels non nuls (x, y, z) tels que

Pryi=2

Ces triplets seront nommeés « triplets pythagoriciens » en référence aux triangles rectangles dont ils mesurent
les cOtés, et notés en abrégé « TP ».
Ainsi (3,4,5) estun TP car 32 + 42 =9+ 16 = 25 = 52,

Partie A : généralités

1. Démontrer que, si (x, y, z) est un TP, et p un entier naturel non nul, alors le triplet (px, py, pz) est
lui aussi un TP

2. Démontrer que, si (x, y, z) est un TP alors les entiers naturels x, y et z ne peuvent pas étre tous les
trois impairs.

3. Pour cette question, on admet que tout entier naturel non nul n peut s'écrire d'une fagon unique
sous la forme du produit d'une puissance de 2 par un entier impair :
n = 2% x k ol @ est un entier naturel (éventuellement nul) et k un entier naturel impair.
Lécriture n = 2% x k est nommée décomposition de n.
Voici par exemple les décompositions des entiers 9 et 120:9 =2 x 9,
120=2%x 15,
a
b)

Donner la décomposition de l'entier 192,

Soient x et z deux entiers naturels non nuls, dont les décompositions sont x = 2% x ket z = 2 x m,
Ecrire la décomposition des entiers naturels 2x* et z°,

En examinant I'exposant de 2 dans la décomposition de 2x* et dans celle de z* , montrer qu'il
n'existe pas de couple d'entiers naturels non nuls (x, z) tels que 26 =2,

On admet que la question A - 3, permet d'établir que les trois entiers naturels x, y et z sont deux a

deux distincts. Comme de plus les entiers naturels x, y jouent un role symétrique, dans la suite, pour
tout TP (x, y, 2), les trois entiers naturels x, y et z seront rangés dans I'ordre suivant :

€]

Xecy<cz.

Partie B: recherche de triplets pythagorici Pentier 2015

1. Décomposer en produit de facteurs premiers I'entier 2015 puis, en utilisant le TP donné dans le pré-
ambule, déterminer un TP de la forme (x, y, 2015).

2. On admet que, pour tout entier naturel n,
@n+ 1%+ (202 +2n)° = (22 +2n+1)°.
Déterminer un TP de la forme (2015, y, z).

3. a) En remarquant que 403° = 169 x 961, déterminer un couple d’entiers naturels non nuls (x, z) tels
que: z* — x* = 403%, avec x < 403.
b) En déduire un TP de la forme (x, 2015, z).

corrections : http:/pierrelux.net
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Ex 8-28 : Baccalauréat S Centres étrangers juin 2015 —ex 4

Divisibilité — Gauss — Décomposition en produits de facteurs premiers

Pour tout entier naturel n non nul, on appelle S{n) le nombre égal 4 la somme des diviseurs positifs de n.

1. Vérifier que S(6) = 12 et calculer S(7).
2. a. Démontrer que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal 42, 5(n) = 1+ n.
b. Quels sont les entiers naturels n tels que S(n) =1+n?
3. On suppose dans cette question que n s'écrit p x g oil p et g4 sont des nombres premiers distincts.
a. Démontrer que S(n) = (1+ p)(1+q).
b. On considére la proposition suivante :
« Pour tous entiers naturels n et m non nuls distinets,
S(n x m) = 8(n) x §(m) ».
Cette proposition est-elle vraie ou fausse? Justifier.

4. On suppose dans cette question que l'entier n s'écrit p", ol1 p est un nombre premier et k un nombre
entier naturel non nul,

a. Quels sont les diviseurs de n?

e pkﬂ
h. Fn déduire que S(n) = ——
1-p
5. On suppose dans cette question que n s'écrit p'3 x g7, ol p et g sont des nombres premiers distincts.

a. Soit m un entier naturel,
Démontrer que m divise n si, et seulement si, il existe deux nombres entiers set t avec 0 < s < 13
et0< r< 7telsquem=p’xq".
1-p4
1-p

b. Démontrer que S(n) =
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MATRICES - OPERATIONS ELEMENTAIRES

1) DEFINITIONS

Définition :

Soit m et n deux entiers naturels non nuls. Une matrice de dimension m X7 est un tableau rectangulaire formé
de m lignes et n colonnes de nombres réels

Remarque :
Quand on parle de dimension m Xn , on ne calcule pas le produit !

1 -2 3
Par exemple : (1 5 0) est

Définitions :

. Une matrice ligne est une matrice formée d'une seule ligne.
. Une matrice colonne est une matrice formée d'une seule colonne.

. Une matrice carrée d'ordre n est une matrice nXn.

Exemple :

Ecriture générale d'une matrice :

Une matrice A de dimension mXn (o m€IN" et n€IN") peut s'écrire sous cette forme :

Ay dy Ayn
A= a,,
: am—l,n
am,l am,2 am,n
taille mxn

Les nombres @; (notés parfois @; ; pour éviter les confusions) (ou 1<i<m et 1<;<n ) s'appellent
les coefficients de la matrice A .

On peut aussi noter A=(a,), .\,

<j<n *

Définition :

Deux matrices sont égales si et seulement si elles ont la méme dimension et ont les mémes coefficients aux
mémes places.

2) MATRICES PARTICULIERES

Définition :

La matrice nulle d'ordre 7 , notée O, , est la matrice carrée d'ordre n dont tous les coefficients sont nuls.

Définition :

On dit aussi la taille ou le
format d’une matrice.

Dans une matrice carrée d'ordre n , les coefficients a,, , @,, , ..

Une matrice carrée est diagonale si et seulement si ses coefficients qui ne sont pas sur la diagonale principale sont tous nuls.

., a,, forment la diagonale principale de la matrice.

Matrices — Opérations élémentaires - cours éléve - auteur : Pierre Lux - page 1/5
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Exemple :

Définition :

La matrice unité d'ordre 7 (ou matrice identité d'ordre n ), notée I, , est la matrice carrée d'ordre n contenant
uniquement des 1 sur sa diagonale principale et des 0 ailleurs.

Exemple :

3) OPERATIONS SUR LES MATRICES

A) ADDITION ET MULTIPLICATION PAR UN REEL

Définition :

On ne peut ajouter que des matrices de méme taille, et

Soit A=(ay), 1< i< €t B=(by) oo i< e, deux matrices de méme taille mXn . . ; s A
pour cela on ajoute les coefficients situés a la méme

La somme A+B est la matrice définie par A+B=(a,+b,) .., ..., . place.
-1 1 4 1 0 2
Exemple: (0 0 1|+ 0 -1 1|=
2 35 -2 3 4
Remarques :
. On ade fagon évidente
Pour toute matrice carrée A d'ordre n ,ona
Définition :
Soit A =(a,-,-)1< i<m.1<j<n Une matrice et AER | . Multiplier une matrice par un réel revient a

multiplier tous les coefficients par ce réel.

i ice défini AA=(Aa,) _ . . . , .
Lamatrice A A est la matrice définie par ( U ) <i<m,1< j<n - . Par convention, on écrit le réel A a gauche de la

matrice A.

[

Exemple : 3

oo |
W O -
[T
I

Remarques :

Les reégles de priorité sont les mémes qu'avec les réels : 5 A+2 B désigne la matrice (5 A)+(2B)
Onnote —A lamatrice (—1)XA . —A estla matrice opposée de A.

On peut maintenant définir la différence de deux matrices A et B de méme taille : A-B=A+(—1) B .

Matrices — Opérations élémentaires - cours éléve - auteur : Pierre Lux - page 2/5
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B ) MULTIPLICATION D’UNE MATRICE LIGNE PAR UNE MATRICE COLONNE

Définition :

Soit 7 un entier naturel non nul.
Soit A =(111 j) une matrice ligne de dimension 1X#n et B=(bl-1) une matrice colonne de dimension 7X1 le nombre de colonnes de A
est donc égal au nombre de

La matrice AXB est la matrice définie par : .
lignes de B .

n

— 21 |—
AxB=(a,, a, .. aln)x _allb]l+a12b21+"'+alnbnl=Z a,by,
k=1

0
Exemple : (1 0 5)><(2 =
2

C) MULTIPLICATION DE DEUX MATRICES

Définition :

Soit A une matrice de dimension mXn et B une matrice de taille nX p .
Le produit AB de deux matrices A et B existe si et
Le produit AXB ou A B est la matrice de dimension mX p dont le coefficient situé¢ | seylement si le nombre de colonnes de A est égal au
alaligne i etlacolonne j estle coefficient du produit de la ligne i de A par la nombre de lignes de B .

colonne j de Bpour I<is<m et 1Sj<p.

Exemple :

Le produit d’une matrice 2X3 par une matrice 3X2 est une matrice 2X2 .
1 20 0 2
—1 o 17 3T
1 3

i

en général, AXB#BXA Define b{l

0

0o e

. . . . I 2 0\ /=2 6 .
Au brouillon, il est beaucoup plus simple de présenter les calculs de la fagon suivante : ( Lo 1 1 "1) ( sans détailler les calculs)
. . . . Define g:{ 12 O} Terminé
La plupart des calculatrices de lycée permettent d'obtenir le produit de deux matrices . Avec une TInspire:. 4 0 4
Define b{_gl 2} Terminé
12
ab P ﬂ
Propriété : Pl
Soit A, B, C des matrices carrées d'ordre n€N™ .
. Associativité : (AXB)XC=AX(BXC|]=AXBxC=ABC
. Distributivité : AX(B+C]=AB+AC et (A+B)XC=AC+BC
. Produitparunréel 4 : (LA)XxB=AAB et AX(AB)=1AB
. Soit I, la matrice unité d'ordre n alors I,XA=A et AXI,=A |
Attention :
. La multiplication de matrices n'est pas commutative : Define 0=F -01 ;J e e F i ;}
02 3 i kel L
0 -2 ITermme’ ba -4
5 11
1 2

P
o
© 5w
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. Soit A, B et C des matrices carrées d’ordre nelN" . Defineu=B ﬂ Terminé  q.p [;g
efine b=|4 2 Terminé ac
Define b L 1} erminé [;g
Define c=[5 '5] Terminé
7
. Soit A et B et C des matrices d’ordre ne€N" . Define a=[i ;] Terminé
Define b=[ 1 ‘3] 7'ermme‘
-2 6
ab [o 0]
00
ba [—10 —5]
\ 20 10
D) PUISSANCES ENTIERES D’UNE MATRICE
Définition :
i i ¢ " Define a={2 1] Terminé
Soit A une matrice carrée d'ordre n€IN . 42
a 44
2_ 3_ 16 8
Onnote A"=AXA , A°=AXAXA ,etc.
s {512 256}
N X . . i . 1024 512
Plus généralement, pour k€IN" , A" estle produit de & matrices toutes égales a A . 1 8386608 419430
o [16777216 8388608}
Par convention, on posera A’=I, .

3) MATRICES INVERSIBLES ET APPLICATION AUX SYSTEMES

A ) MATRICE INVERSIBLES

Définition et propriéteé :

Soit A une matrice carrée d'ordre n€IN”™ .

AXAT'=AT'XA=T,

Lamatrice A™' est unique, elle et appelée matrice inverse de A .

On dit que A est inversible si et seulement si il existe une matrice carrée d'ordre 7 ,notée A~ telle que

Preuve : (de I'unicité)

Supposons que A posséde deux inverses, notés B et B'. Onadonc AB=I, | AB'=1, A BA=I, |

On peut donc écrire :

Remarque : Un matrice AZ(g ;
Exemple : Define a=[2 0}
4 2
Define =|0-5 0
-1 05
ab 1
0
b-a 1
0

Terminé

Terminé

=

=

—_—

. 2
La matrice (

4 2

B'A=I,

0 . . .
est inversible de matrice inverse

On admet que :
AA'=I, & ATA=I,

Dans les exercices il suffira de
faire un seul des deux produits.

) ,de dimension 2, est inversible si et seulement si ad —bc#0 ( preuve dans la feuille d’exercices)

0,5 0)
-1 05

Avec la TInspire, on peut obtenir directement (si elle existe) la matrice inverse.

o o
S W oW
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B) APPLICATION AUX SYSTEMES LINEAIRES

Propriété :

Un systéme linéaire & # inconnues X, , X, , ..., X,

a”xl+a12x2+...+a,.nxn=y,

Ay X tanx,+...+a; ,x,=y,
A, X +a,, X% . +a, , X,=Y,

X

. N _ . , —_| X
peut s'écrire sous la forme A X=Y , ou A —(aij)ls[s,, 1<j<n €stune matrice carrée d'ordre n, X=

X
sont des matrices colonnes de dimension nX1

Si A est inversible, le systéme a alors une solution unique : X=A""Y

2

n

Preuve :
Si A est inversible, on peut écrire :

AX=Y =

Réciproquement,
X=A"Y =
A'Y est donc l'unique solution du systéme écrite sous forme matricielle.
x+y—z=3

Exemple : Résoudre {2x+y—z=0
—x+2y+z=3

On pose

x+y—z=3
Onadonc {2x+y—z=0 <
—x+y—z=3

Avec la calculatrice on voit que A est inversible
et on détermine A~ .

Ainsi: AX=Y <«

1 1-=1 Terminé
Definea=| , 1 -3
=192
G L X% 0
1 ik
= 0 =
3 3
=5 1
— oy =
3 3
S Terminé
Define y=| o
3

Q

!

o

]
T 00
w D ow
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- MATRICES - OPERATIONS ELEMENTAIRES - MATH ExP chapitre 9 : I’ESSENTIEL DU COURS

Définitions :

021 R
(1 2 2)//
—
-
l'//
1
-1 1 4
0 0 1
2 35

http://pierrelux.net

Soit m et n deux entiers naturels non nuls. Une matrice de dimension ( ou taille ou format ) m Xn est un tableau rectangulaire
formé de m lignes et n colonnes de nombres réels

Une matrice ligne est une matrice formée d'une seule ligne.

Une matrice colonne est une matrice formée d'une seule colonne.

est le nombre placé a
la i-iéme ligne et la j-iéme colonne.

Le coefficient a; ;
. .

Le
e Une matrice carrée d'ordre n est une matrice nXn.
all a] 4 al,n
Une matrice A de dimension m Xn (ou m eN" et neN’ ) peut s'écrire sous cette forme : A=| % ) a :
Les nombres a;; (notés parfois d; ; pour éviter les confusions) (ou 1<i<m et 1<j<n ) a.m,1 a,, 2;”
s'appellent les coefficients de la matrice A . aille nxn

On peut aussi noter A= ( a l-j)

I<ism,1<j<n *

Deux matrices sont ¢gales si et seulement si elles ont la méme dimension et ont les mémes coefficients aux mémes places.

Matrices particuliéres : Matrice nulle Matrice diagonale Matrice unité
La matrice nulle d'ordre n ,notée O, ,estla Dans une matrice carrée d'ordre n , les coefficients La matrice unité d'ordre n (ou matrice identité
matrice carrée d'ordre 1 dont tous les coefficients sont | @1 » @2 ..., a,, formentla diagonale principale|d'ordre n ), notée I, ,estla matrice carrée d'ordre
nuls. de la matrice. Une matrice carrée est diagonale si et n contenant uniquement des 1 sur sa diagonale
seulement si ses coefficients qui ne sont pas sur la principale et des 0 ailleurs.
diagonale principale sont tous nuls.
000 200 100
0:=[0 0 0 010 L=(0 1 0
000 005 00 1
On ne peut ajouter que des matrices
B . de méme taille, et pour cela on ajoute
Opérations : Somme -1 14 + 10 2y (0 16 les coefficients situés & la méme place.
0 0 1 0 -1 1|=({0 -1 2
R 2 35 -2 3 4 0 6 9
: s _ A+B=B+A (commutativité)
SiAestd’ordre n, A+0,=A Multilicati 11 4 3 3 12 Multiplier une matrice par un réel revient
Muitipfication par un Py _ | a multiplier tous les coefficients par ce réel.
(—1)x A=—A estla matrice réel 3 (0 0 1) = (0 0 3) P P
. 2 35 6 9 15
opposée de A.
Multiplication d’une 0
Différence : A-B=A+(~1) B Iplic: (1 0 5)x|2|=1x0+0x2+5x2=10 Le nombre de colonnes de A est
. matrice ligne par une 2 égal au nombre de lignes de B .
matrice colonne
Multiplication de deux ( 12 O)X _01 ; _ ( OX 142X(—1[+0x1 1><2+2><2+0><3) Représentation pratique
matrices -1 01 1 3 —IX0+0X(—1J+1X1 —1X2+0X2+13 0k
-1
— (-2 6 Define u,{ 12 o} Terminé ( 1 3)
1 11 ;101
Le produit AB de deux matrices Aet B ' | En général, la multiplication o 2 Termine ( 1 20 -2 v6 )
existe si et seulement si le nombre de de matrices n'est pas Define b{,l 2} - 1
colonnes de A estt égal au nombre de commutative : 13
lignes de B . AXB#BXA i {—2 5]
Avec une Ti-nspire 11
Propriétés : o Associativité : (AXB)XC=AX(BXC)=AXBXC=ABC o { 1] Terminé
Soit A, B, C des matrices carrées | *  Distributivité : AX(B+C)=AB+AC et (A+B)xC=AC+BC 42
dordre nelN' o Produitparunréel A : (AAJXxB=AAB et AX(AB)=1AB 2 [s 4}
e Soit I, lamatrice unité¢ d'ordre n alors I[,XxA=A et AX[,=A . 16 8
B [512 256}
1024 512

Attention : AB=AC n’implique pas que B=C ( On ne peut pas simplifier par A )
AB=0, n’implique pas que A=0, ou B=0O,

8388608 4194304
16777216 8388608

[ )

Puissances :
Soit A une matrice carrée d'ordre
nenN’ .

Onnote A’=AXA , A’=AXAXA ,efc...
Plus généralement, pour k€IN" | A* estle produit de k matrices toutes égales a A .
Par convention, on posera A°’=I, .

Matrices inversibles :

On dit que A est inversible si et seulement si il existe une matrice carrée d'ordre n , notée A7 telle que A XA =A% A=I,

Soit A une matrice carrée d'ordre | La matrice A~' est unique, elle et appelée matrice inverse de A . et (1, ; Z Terminé
neN . 5 8
Onadmetque: AA'=I, & A 'A=I, . o1 L
Attention : Dans les exercices il suffira de faire un seul des deux produits. 52 ,
' exi i )
A~ n’existe pas toujours Un matrice A Z(g 2) ,de dimension 2, est inversible si et seulement si ad —bc# 0 et
6 3
Application aux systémes o 1 -1 X 3 Deﬁnea:[; : Terminé
linéaires : npose A=| 2 1 —1|, X=|y| et Y=(0 2
-1 2 1 z 3
@ ;110
4, g.&
Exemple : x+y—z=3 > 02
Onadonc {2x+y—z=0 < AX=Y I
—x+ty— z=3 3 3
i x+y—z=3 Avec la calculatrice on voit que A est inversible et on détermine A" . . o
Résoudre {2x+y—z=0 -1 1 0 Detine y-| - erminé
—x+2y+z=3 B% 1 0 113 -3 :
Ainsi: AX=Y e X=ATY < [y|=[ 3 3|fo|=] 2 g -3
z) \_5 , 1]\3) -4 N
3 3
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Notion de matrice :appendre le cours

Ex 9-1 : Vrai ou faux

1) Une matrice de taille nX p posséde p ligneset n colonnes.

2)) Le coefficient d’une matrice Anoté a, sesitueala i -éme ligne et a
la- j -iéme colonne.

1 -2

3 1], B=

3 ) Une matrice nulle est nécessairement carrée. 2) A=

4 0
-1

1 5

4 ) Une matrice unité est nécessairement carrée.

5) Une matrice ligne est aussi appelée vecteur ligne.

6 ) La taille d’une matrice ligne est notée 1Xp ou peZ .

7 ) On peut additionner deux matrices de tailles différentes.

8 ) On peut multiplier deux matrices de tailles différentes.

9 ) On peut multiplier deux matrices de n’importe quelles tailles.

10 ) Pour que le produit AB soit une matrice carrée, il faut que A et B soient
des matrices carrées de méme taille.

11 ) Pour que le produit AB soit une matrice carrée, il suffit que A et B
soient des matrices carrées de méme taille.

12) AB=AC implique B=C 3) A=

1) B=(3 4 7]
13) AB=0, implique A=0, ou B=0O,
Calculs élémentaires

Ex 9-2 : Somme, produit, commutativité

Dans chacun des cas, effectuer la somme A+B et les produits des matrices
A B et BA lorsque cela est possible.

DS R S e

4 ) La multiplication des matrices est-elle commutative ?
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Ex 9-3 : Combinaisons linéaires b) Développer (A+B)

s . (3 4 (1 -1
On considére les matrices A_(l 1) et B—(O 2)

1) Calculer 2A—-3B

¢ ) En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que 1’identité
remarquable soit vérifiée.

2 ) Déterminer les réels x et y tels que xA+yB:(; g)

2 ) On considére maintenant les matrices A:(_31 _2 1) et

1 2
B=
)

Vérifier que les matrices A et B vérifient la condition trouvée

précédemment et comparer 4 nouveau les égalités (A+B)> et

A’+2 AB+B’
Ex9-4 : Carré

L . (3 4
On considére la matrice A= 5
-5 x
Déterminer la valeur de x telle que A’=|" 112
—-15 20
Ex 9-6 : Puissances de matrices et récurrence
. . 0,8 0,8 0,2 -0,8
O deére 1 t A= ), B=[ 7 ) t
n considere les matrices (0’2 0’2) (_0’2 0.8 ) e
09 0,4
M: I I
(0 ,1 0,6)

Ex 9-5 : Identités remarquables 1) Montrer que M=A+0,5B

Lo . _(1 2 _(3 4
1) On considére les matrices A—(3 _1) et B_(6 8)

a) Calculer et comparer (A+B)* et A’+2AB+B’
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2) Vérifier que A’=A et que AB=BA=0, b ) Montrer que cette relation est vraie pour tout entier naturel n
strictement positif.

3) Montrer ( par récurrence) que pour tout entier naturel n strictement
positif : A"=A .

On admet que B"=B .

Inverses de matrices :
Ex 9-7 : Développement et inverses
Dans chacun des cas ci-dessous, A est une matrice de dimension nX p
(on peut avoir n=p ) et I est une matrice identité.

Préciser les tailles possibles des matrices B et I, puis développer les
expressions données :

1) A(B+I)

2) (B+A)A™!

3) AB(B'A '~ AB)

4) On considére la relation M"=A+0,5"B .

a ) Montrer que cette relation est vraie pour n=0 .

4)B(I-A)
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Ex 9-8 : Factorisation et inverses

Factoriser les expressions suivantes :

1) (A+I) "A+(A+I)"

2) (A+I)7+A(A+I)!

3) (A+1) '+ Al1+A7Y

Ex 9-9 : Avec la calculatrice

. exercices - page 4

Avec la calculatrice déterminer s’ils existent les inverses des matrices ci-

dessous :

Ex 9-10 : Vérifier que deux matrices sont inverses I’une de I’autre

Les matrices suivantes sont-elles inverses I’une de 1’autre ?

1 2 1(1 2
1) A= B=1
) (3 —1) e 5(3 1

|

corrections : http:/pierrelux.net

0 0 -1
2) A= 0 -1 0 | etelleméme
-1 0 0

Ex 9-11 : Inverse d’un produit

Soit A et B deux matrices inversibles.
Démontrer que (AB)'=B'A™"

Ex 9-12 : Inverse d’une matrice 2X2 (condition d’existence a connaitre)

1) Démontrer que (a+d)A—A’=(ad—bc)l, .

2 ) Factoriser le membre de gauche par A.

3) En déduire une condition pour que le matrice A admette un inverse.
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4) Déterminer cet inverse.

Ex 9-13 : Inverse a partir d’une relation polynomiale

1 —a 0 O
. . 0 1 —-a O

O dere 1 t A=
n considére la matrice 0 0 1 -g
0 0 0 1

1) Déterminer la matrice J telle que A=I,—aJ

2) Calculer J* , J* et J* et en déduire que I,=1,—a*J*.

3) Développer (I,—aJ |(I,+aJ+a’J*+a’J®
En déduire I’expression de A~ en fonction de J, puis en fonction de a .

4) Vérifier avec la calculatrice ou un logiciel.

corrections : http:/pierrelux.net

Ex 9-14 : Inverse a partir d’une relation polynomiale

1 1 1 1
On considére la matrice A=|1 1 —1 —1

1 -1 1 -1

1 -1 -1 -1

1) Calculer A” et A®.

2) Déterminer les réels a et b tels que A’=aA+bl,

3) En déduire I’inverse de A.

Ex 9-15 : Systéme linéaire de deux équations a deux inconnues

4x—3y=-2 (S)

On consideére le systéme linéaire : c
X—y=—

1) Ecrire le systéme sous la forme AX=Y.

110/144


http://pierrelux.net/

9 : Matrices — Opérations élémentaires : exercices - page 6

corrections : http:/pierrelux.net
2) Résoudre le systéme (S) en utilisant I’inverse de la matrice A. Ex 9-17 : Matrice diagonalisable et puissances

s . [ 4 3 (3 1 (2 0
On considére les matrices A_(—Z _1) ,P—(_2 _1) et D—(O 1)

1) Montrer que P est inversible et calculer P™" .

2) Montrer que A=PDP ",

3) Montrer que A"=PD"P™", pour tout n€N’
Ex 9-16 : Systéme linéaire de trois équations a trois inconnues

4x—2y+z=7
On considére le systéme linéaire : {— x+y—z=—9 (S)
x—5y—2z=10

1) Ecrire le systéme sous la forme AX=Y.

2) Résoudre le systéme (S) en utilisant I’inverse de la matrice A.

4) Avec la calculatrice, conjecturer une expression de D" pour tout
neN" | puis démontrer cette conjecture.
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5) En déduire A" pourtout n€N" .

corrections : http:/pierrelux.net
Problémes :

Ex 9-18 : Baccalauréat S Amérique du nord juin 2015 —-ex 4

Parabole passant par trois points : Congruences - Matrices

1 1 1 1 0 0
On donne les matrices M=|1 -1 1lletI={0 1 0}.
4 2 11 0 01

PartieA

20 10 11
1. Déterminer la matrice M>. Ondonne M3 =12 2 9 |.
42 20 21

2. Vérifier que M* = M? + 8M +61.
1

3. Endéduire que M est inversible et que M~ = P

(M2 - M-81).

Partie B Etude d’un cas particulier

On cherche a déterminer trois nombres entiers a, b et ¢ tels que la parabole d'équation
Y= axt+bx+c passe par les points A(1; 1), B(—1; ~1) et C(2; 5).

1. Démonirer que le probléme revient a chercher trois entiers a, b et ¢ tels que

a 1
Mlbl=]-1].
c 5
2. Calculer les nombres a, b et ¢ et vérifier que ces nombres sont des entiers.

Partie C Retour au cas général
Les nombres a, b, ¢, p, g, r sont des entiers.
Dans un repére [0, ko ], on considére les points A(1; p), B(-1; g)etC(2; r).

On cherche des valeurs de p, g et r pour qu'il existe une parabole d'équation
y=ax> + bx+ ¢ passant par A, B et C.

a p
1. Démontrer que si {h) =M1 [q] avec a, b et ¢ entiers, alors

c r
=3p+q+2r = 0[6]
3p-3q = 0[6]
Eni%a_9r = nIgl
2, Endéduireque{ z:; : 3}3{ 5
g-r = 0[3]
3. Réciproquement, on admetquesi{ p-q = 0[2]
A, B, C ne sont pas alignés

alors il existe trois entiers a, b et ¢ tels que la parabole d'équation y = ax®+ bx+c passe par les points
ABetC.

a. Montrer que les points A, B et C sont alignés si et seulement si 2r + g-3p =0.

b. On choisit p = 7. Déterminer des entiers ¢, r, a, b et ¢ tels que la parabole d'équation y = ax* +
bx + ¢ passe par les points A, Bet C.
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Ex 9-19 : Baccalauréat S Centres étrangers 8 juin 2016 —ex 4

Chiffrement de Hill : Congruences — Bézout - Matrices

Le but de cet exercice est d'étudier, sur un exemple, une méthode de chiffrement publiée en
1929 par le mathématicien et cryptologue Lester Hill. Ce chiffrement repose sur la donnée
d'une matrice A, connue uniquement de I'émetteur et du destinataire.

5 2
Dans tout I'exercice, on note A la matrice définie par: A= (7 7].

Partie A - Chiffrement de Hill

Voici les différentes étapes de chiffrement pour un mot comportant un nombre pair de lettres :

Ftape 1 | On divise le mot en blocs de deux lettres consécutives puis, pour chaque bloc,
on effectue chacune des étapes suivantes.

Etape 2 | On associe aux deux lettres du bloc les deux entiers x) et x tous deux compris
entre 0 et 25, qui correspondent aux deux lettres dans le méme ordre, dans le

tableau suivant :
A|B|C|D|E|F|G|H]|I J|K|L | M
0 1 2 3 4 5 6 i 8 91101112
N|JO|P|Q|R|S|T|[U|VIW|X]|Y|Z
13114 15|16 17 18|19 (20 |21 |22 |23 |24 |25

»n
y2

Etape 3 | On transforme la matrice X = [?J en la matrice Y = [ vérifiant ¥ = AX.
2

pat

n

Etape 4 | On transforme la matrice ¥ = [ en la matrice R = [r , ol ry est le reste de la
2

division euclidienne de y, par 26 et r» celui de la division euclidienne de y» par
26,

}itape 5 | On associe aux entiers r et rz les deux lettres correspondantes du tableau de
I'étape 2.

Le bloc chiffré est le bloc obtenu en juxtaposant ces deux lettres,

Question : utiliser la méthode de chiffrement exposée pour chiffrer le mot « HILL »,
Partie B - Quelques outils mathématiques nécessaires au déchiffrement

1. Soit @ un entier relatif premier avec 26,
Démontrer qu'il existe un entier relatif u tel que u x @ = 1 modulo 26.

2. Onconsidere I'algorithme suivant :

from math import *

a=int(input("a="))

u=0

r=0

while (r!=1):
u=u+l
r=(u*a)%26

print(u)

0NN B W —

Partie C - Déchiffrement
On veut déchiffrer le mot VLUR

X 5 5
Onnote X = ( i) la matrice associée, selon le tableau de correspondance, a un bloc de deux
X2

3 2
lettres avant chiffrement, et ¥ = [Yl] la matrice définie parl'égalité: ¥ = AX = [ ] X.

Jz2 T @
Si ry et r» sont les restes respectifs de y) et y» dans la division euclidienne par 26, le bloc de

i : : r
deux lettres apres chiffrement est associé a la matrice R = [rl}'

2y = Tn-2y

1. Dé t ;
montrer que { 2xe = —Ty+5ym

= i = Xy = 9r+16r;  modulo26
2. En utilisant lg stion B .2., établ 8 .
Lutisant aquestion e { x = 17r+25r2 modulo 26

3. Déchiffrer le mot VLUP associé aux matrices (f:] et [fg)

corrections : http:/pierrelux.net

114/144


http://pierrelux.net/

9 : Matrices — Opérations élémentaires : exercices - page 10

Ex 9-20 : Baccalauréat S Métropole sept 2017 —ex 4

Points de coordonnées entiéres dans I’espace : Equations diophantiennes - Matrices

Dans I'espace rapporté a un repére orthonormé | O, 7 T. ¥ ), on considére les points
A(l;5;-2),B(7; -1; 3 et C(-2; 7; —2) et on note 2 le plan (ABC).
On cherche une équation cartésienne du plan 22 sous la forme : ax+ by + ¢z =73,
ol a, b et ¢ sont des nombres réels.

if

1

1. Montrer que X vérifie la relation : MX = 73Y, ot M est la matrice
I &5 -2
M=|7 -1 3|
=2 W -2
19 4 =13

2. Soit Nlamatrice: N=| -8 6 17
-47 17 36
A l'aide d'une calculatrice, on a calculé les produits M x N et N x M, etona
obtenu les copies d'écran suivantes :

a
Onnote X et Y les matrices colonnes : X = (b) ety=
c

Pour M= N : Pour NxM:
Ans | 1 2 3 Ans | 1 2 2
1. [%¥3 0 0 1173 0 ]
2 o 73 0 2 0 73 [i1]
3 0 0 73 3 0 0 73

ATaide de ces informations, justifier que la matrice M est inversible et expri-
mer sa matrice inverse M~ en fonction de la matrice N.
3. Montrer alors que : X = NY.
En déduire que le plan 22 admet pour équation cartésienne :
10x+ 15y +6z =73,

Partie B

Lobjectif de cette partie est I'étude des points & coordonnées entiéres du plan 22
ayant pour équation cartésienne : 10x + 15y + 6z =73.

1. Soit M(x; y: z) un point appartenant au plan 2# et au plan d'équation z = 3.
On suppose que les coordonnées x, y et z appartiennent a l'ensemble Z des
entiers relatifs.

a. Montrer que les entiers x et y sont solutions de I'équation
(E):2x+3y=11

b. Justifier que le couple (7 ; —1) est une solution particuliére de (E) puis
résoudre I'équation (E) pour x et y appartenanta 7.

¢. Montrer qu'il existe exactement deux points appartenant au plan 22 et au
pland'équation z = 3 et dont les coordonnées appartiennent a I'ensemble
M des entiers naturels. Déterminer les coordonnées de ces deux points.

2. Dans cette question, on se propose de déterminer tous les points M(x; y; z)

du plan 2 dont les coordonnées sont des entiers naturels.

Soient x, y et z des entiers naturels tels que 10x+ 15y + 6z =73.

a. Montrer que y est impair,

b. Montrerque: x=1 [3]. Onadmetque:z=3 [5].

c. Onposealors: x=1+3p, ¥y =1+2qg et z=3+5r, ol p, g et r sont des
entiers naturels.
Montrer que le point M(x; y; z) appartient au plan 2 si et seulement si
p+g+r=1.

d. En déduire qu'il existe exactement trois points du plan 2 dont les co-
ordonnées sont des entiers naturels. Déterminer les coordonnées de ces
points.

corrections : http:/pierrelux.net
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Ex 9-21 : Baccalauréat S Pondichéry avril 2016 —ex 3

Cryptographie : Congruences — Gauss - Matrices

Partie A

On considére les matrices M de la forme M = [; 3

Le nombre 3a - 5b est appelé le déterminant de M. On le note det(M).

Ainsi det(M) =3a—5b.

b .
) oul @ et b sont des nombres entiers.

i 5 3 -b
1. D Lt ti det Oet N=—un !
ans cette question on suppose que det(M) # 0 et on pose deth D) [75 - ]

Justifier que N est I'inverse de M.

2. On considére I'équation (E): det(M) =3.

On souhaite déterminer tous les couples d’entiers (a ; b) solutions de I'équation (E).

a. Vérifier que le couple (6; 3) est une solution de (E).

b. Montrer que le couple d'entiers (a ; b) est solution de (E) si et seulement si 3(a -6) =

5(b-3).
En déduire I'ensemble des solutions de I'équation (E).

Partie B

6 3
1. O = s
n pose Q (S 3]
En utilisant la partie A, déterminer la matrice inverse de Q.
2. Codage avec la matrice Q

e . 6 3 =
Pour coder un mot de deux lettres 4 I'aide de la matrice Q = [5 ,1]] on utilise la procédure

ci-aprés :

i A x) . i s ;
Etape 1: On associe au mot la matrice X = [x:] ol x; est l'entier correspondant & la premiére

lettre du mot et x; 'entier correspondant a la deuxiéme lettre du mot selon le tableau de cor-

respondance ci-dessous :

A B C D E E G H 1 J K M

0 1 2 3 4 3 6 i 8 9 10 11 12

N o} B Q R S U Vv w X Y Z

13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
Etape 2: La matrice X est transformée en la matrice ¥ = [j;zl] telle que

Y =QX.

. . . r
Etape 3 : La matrice ¥ est transformée en la matrice R = [:] telle que ry est le reste de la
2

division euclidienne de y; par 26 et r2 est le reste de la division euclidienne de y» par 26.

N r
Etape4: Alamatrice R = (rl
2

dance de I'étape 1.

9 66
E.xemple.lE—-Xf[4]—-1’7(5?]—-!?7

Le mot JE est codé en le mot OF
Coder le mot DO.
3. Procédure de décodage
On conserve les mémes notations que pour le codage.

(4)-or
2

Lors du codage, la matrice X a été transformée en la matrice Y telle que

Y =QX.
s - 31 = 3n-3rz [26)
i 1 %
a. Démontrer que 3X = 3Q Ypu]:sque{ 312 = -5n+6r [26)
N g . o = n-r
b. Enremarquantque 9x3=1 l2h\,mnntrerque{ X2 = Tn+2n

¢. Décoder le mot SG.

[26]
[26]

on associe un mot de deux lettres selon le tableau de correspon-

corrections : http:/pierrelux.net
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GRAPHES

1) GRAPHES NON-ORIENTES

A[B]JC E[F
. A x X X
A;B;C;D;EetF sont 6 poissons. B
X X X x
C | = x % *
Dans le tableau ci-dessous, une croix indique que D
les poissons ne peuvent pas cohabiter dans le méme aquarium. Elx|x]|x x
F » x %
On peut représenter la situation de la fagon suivante : 1
- Chaque poisson est représenté par un point. 2 .
- 2 poissons qui ne peuvent pas cohabiter sont reliés
(G) D
£ o
Définitions :
. Un graphe non-orienté G est un ensemble de sommets reliés par des arrétes.
. Lespoints A;B; C;D;EetF sont les sommets du graphe.
. L’ordre d’un graphe est le nombre total de sommets.
. Les segments reliant deux sommets sont des arétes.
. Deux sommets sont adjacents lorsqu’ils sont reliés par une aréte.
. Une aréte reliant deux sommets est dite incidente a ces deux sommets.
i
. Une aréte est une boucle si elle relie un sommet a lui-méme. O
. Le degré d’un sommet est le nombre d’arétes dont ce sommet est une extrémité. (Une boucle compte double) o
[ ]
. Un sommet est isolé lorsqu’il n’est relié a aucun autre sommet. A
@ Cc
[ ]
. Un graphe est simple si au plus une aréte relie deux sommets et s’il n’y a pas de boucle sur un sommet.
, . R (Gy) D
. Un sous graphe (G’) de (G) est un graphe composé¢ de certains sommets et de toutes les arétes ®
qui relient ces sommets. B
. Un graphe (G) ou un sous graphe (G,) de (G) est stable lorsqu’il ne contient aucune aréte. A
o
. Un graphe (G) ou un sous graphe (G,) de (G) est complet lorsque ses sommets sont deux & deux adjacents. .
—a
G,

Exemple :

Propriété :

. Dans un graphe simple non-orienté le nombre de sommets de degré impair est pair.

. Lasomme S des degrés des sommets d’un graphe est égale a deux fois le nombre d’arétes a du graphe. S=2Xa

Exemple :

Sommet A B C D E F

Degré
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2) PARCOURIR UN GRAPHE NON-ORIENTES
A) CHAINE

Définitions :

. La longueur d’une chaine est égale au nombre d’arétes qui la composent.

. Une chaine est fermée lorsque son origine et son extrémité sont confondues.

. Un cycle est une chaine fermée dont les arétes sont distinctes.

. Un graphe est connexe si deux sommets distincts quelconques peuvent étre reliés par une chaine.

. La distance entre deux sommets d’un graphe est la plus petite longueur des chaines qui les relient.

. Le diamétre d’un graphe est la plus grande distance (par le plus court chemin) entre deux sommets.

. Une chaine d’un graphe est une liste ordonnée de sommets telle que chaque sommet soit adjacent au suivant.

Exemple :
- La chaine C-D-E-F-G est une chaine de longueur

-E-D-G

- La chaine C-D-E-F-D-C

- Le graphe (G) est d’ordre

- La chaine E-D-F-E est un cycle de longueur

- La distance entre les sommets C et E vaut Le diamétre du graphe (G) vaut «

B) CHAINE EULERIENNE

Définitions :

. Une chaine est eulérienne lorsqu’elle contient une et une seule fois chaque aréte du graphe.

. Un cycle eulérien est une chaine eulérienne fermée.

Exemple :

Théoréme d’Euler : (admis)

Dans la cas d’un graphe non-orienté, un graphe connexe admet une chaine eulérienne si et seulement si le
nombre de sommets de degré impair vaut 0 ou 2.

Conséquences :

de degré pair.

. Un graphe ayant plus de deux sommets de degré impair ne possede pas de chaine eulérienne.

. Pour qu’un graphe connexe (G) admette un cycle eulérien, il faut et il suffit que tous les sommets de (G) soient

. Sile graphe connexe a deux sommets de degré impair, alors ce sont les extrémités de la chaine eulérienne.

Exemple :

D
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3) GRAPHES ORIENTES

Définitions :

. Un graphe orienté est un graphe dont les arétes sont orientées. Dans la cas d’un graphe
orienté, les arétes sont
. Le sommet A et le sommet B d’une aréte orientée reliant A a B s’appellent respectivement 1’origine et aussi appelées ares .

Pextrémité de 1’aréte orientée A — B.

. On parle de degré entrant pour indiquer le nombre d’arcs se dirigeant vers le sommet et de
degré sortant pour indiquer le nombre d’arcs partant du sommet.

. Une chaine orientée d’un graphe orienté est une liste ordonnée de sommets telle que chaque sommet soit reli¢
au suivant par 1’aréte orientée dont il est 1’origine.

Exemple :

- (G) est un graphe orienté d’ordre

- L’aréte orienté C-D a pour

- L’aréte orienté

-llya reliant les sommets A et D.

Remarque :
Hormis la notion de graphe complet et le théoéme d’Euler, les définitions et les propriétés précédentes sont identiques pour les graphes orientés.

Définition :

On numérote les sommets d’un graphe orienté (G) d’ordre 7 .

La matrice carrée associée au graphe (G) (orienté ounon ) estlamatricea n ligneseta n colonnes ou le terme
a; situé a I’'intersection de la ligne ¢ et de la colonne j est égal au nombre d’arétes reliant le sommet i a j .
Cette matrice est appelée matrice d’adjacence du graphe.

Exemple :

La matrice d’adjacence de (G, est La matrice d’adjacence de (Gz) est

Remarque :
La matrice d’adjacence d’un graphe non-orienté est le nombre d’arétes reliant la sommet i au sommet j est bien sir égal au
nombre d’arétes reliant le sommet j au sommet i .

Propriété :

Soit M la matrice d’ordre 7 associée a un graphe (G) et un entier naturel non nul % .
Le terme de la matrice M* situé a I’intersection de la ligne i et de la colonne ,j est égal au nombre de chaines
de longueur & reliant le sommet i au sommet ;.

Graphes - cours éléve - auteur : Pierre Lux - page 3/4
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Preuve : exigible

Soit la propriété P(k) : "Le terme de la matrice M* situé a Iintersection de la ligne i et de la colonne j est égal au nombre de chaines de
longueur & reliant le sommet i au sommet j ", pour k>1 (HR)
Démontrons par récurrence que cette propriété est vraie pour tout entier £ > 1.

Initialisation :

Par définition, le terme @; de la matrice M situé a I’intersection de la ligne i et de la colonne j est égal au nombre d’arétes reliant i a j . Il est
bien égal au nombre de chaines de longueur 1 reliant i a ;.

P(1) est donc vraie.

Hérédité :
Supposons P(k) vraie pour un entier k > 1 fixé, c’est a dire, le terme (que nous notons ici b; ) de la matrice M" situé a I'intersection de la ligne
i etdelacolonne j estégal au nombre de chaines de longueur k reliant le sommet i au sommet j

Montrons que la propriété P(k+1) est vraie, c’est a dire , Le terme (que nous notons ici ¢; ) de la matrice M**' situé a I’intersection de la ligne i
et de la colonne j est égal au nombre de chaines de longueur k+1 reliant le sommet i au sommet j

Puisque Mk” :M)(Mk S alors C,;=a; Xbl /.+ .. .+aiq>< bq/.+ . ..+ain><b"/. .
-Si a;quq,?’éO ,alors a,=1 et bq ;=5 ou s estle nombre non nul de chaines de longueur k reliant ¢ a j .
Il existe alors s chaines de longueur k+1 reliant i & j et dont le deuxiéme sommet est ¢ .

-Si a,xb,;=0  alors a,,=0 ou b, ;=0 Il n’existe pas de chaine de longueur k+1 reliant i & j etdont le deuxiéme sommetest ¢ .
En considérant un a un les nombres ¢ , ¢; est le nombre de chaines de longueur k+1 reliant i a j .
P(k+1) est donc vraie.

Conclusion :

Pour tout k>1, le terme de la matrice M situé a I’intersection de la ligne i et de la colonne j est égal au nombre de chaines de longueur &
reliant le sommet { au sommet j

Exemple :

La matrice d’adjacence de (G} est M=

Ona M’= M=
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- GRAPHES - MATH EXP chapitre 10 : I’ESSENTIEL DU COURS

Graphes non-orientés :

()

(G, -

Propriété :

D
o
B
A \
B
T

Un graphe non-orienté G est un ensemble de sommets reliés par des arréte
Les points A; B; C; D ; E et F sont les sommets du graphe.
I’ordre d’un graphe est le nombre total de sommets.

Les segments reliant deux sommets sont des arétes.

Deux sommets sont adjacents lorsqu’ils sont reliés par une aréte.
Une aréte reliant deux sommets est dite incidente a ces deux sommets.

Une aréte est une boucle si elle relie un sommet a lui-méme. <4

qui relient ces sommets.

O
Le degré d’un sommet est le nombre d’arétes dont ce sommet est une extrémité. (Une boucle compte double)
Un sommet est isolé lorsqu’il n’est relié¢ a aucun autre sommet.

Un graphe est simple si au plus une aréte relie deux sommets et s’il n’y a pas de boucle sur un sommet.
Un sous graphe (G”) de (G) est un graphe composé de certains sommets et de toutes les arétes

http://pierrelux.net

- L’ordre du graphe est 6
- Le sommet D est isolé.
- Le degré du sommet A est 3

.i - Le graphe est simple.

Un graphe (G) ou un sous graphe (G,) de (G) est stable lorsqu’il ne contient aucune aréte.
Un graphe (G) ou un sous graphe (G,) de (G) est complet lorsque ses sommets sont deux a deux adjacents.

La somme S des degrés des sommets d’un graphe est égale a deux fois le nombre d’arétes a du graphe

Dans un graphe simple non-orienté le nombre de sommets de degré impair est pair.

Parcourir un graphe non-
orienté :

Chaine eulérienne :

Théoréme d’Euler :

B
c /
A
(G) D

B-C-D-A-B-E-C est une chaine
culérienne.

Une chaine d’un graphe est une liste ordonnée de sommets telle que chaque sommet soit adjacent au suivant.
La longueur d’une chaine est égale au nombre d’arétes qui la composent.

Une chaine est fermée lorsque son origine et son extrémité sont confondues.
Un cycle est une chaine fermée dont les arétes sont distinctes.

Un graphe est connexe si deux sommets distincts quelconques peuvent étre reliés par une chaine.
La distance entre deux sommets d’un graphe est la plus petite longueur des chaines qui les relient.
Le diametre d’un graphe est la plus grande distance entre deux sommets.

Une chaine est eulérienne lorsqu’elle contient une et une seule fois

chaque aréte du graphe.

-

Un cycle eulérien est une chaine eulérienne fermée.

A

©)

Dans la cas d’un graphe non-orienté, un graphe connexe admet une chaine eulérienne si et
seulement si_le nombre de sommets de degré impair vaut 0 ou 2.

- La chaine B-A-F-E-B-C-E-D-C
C est une chaine eulérienne.

- Ce graphe ne contient pas de
cycle eulérien.

Pour qu’un graphe connexe (G) admette un cycle eulérien, il faut et il suffit que tous les sommets de (G) soient de degré pair.

Si le graphe connexe a deux sommets de degré impair, alors ce sont les extrémités de la chaine eulérienne.

Un graphe ayant plus de deux sommets de degré impair ne posséde pas de chaine eulérienne.

Graphes orientés :

Un graphe orienté est un graphe dont les arétes ( ou arcs ) sont orientées.
Le sommet A et le sommet B d’une aréte orientée reliant A a B s’appellent
respectivement I’origine et I’extrémité de I’aréte orientée A — B.
On parle de degré entrant pour indiquer le nombre d’arcs se dirigeant vers
le sommet et de degré sortant pour indiquer le nombre d’arcs partant du somme
Une chaine orientée d’un graphe orienté est une liste ordonnée de sommets telle
que chaque sommet soit relié au suivant par 1’aréte orientée dont il est 1’origine.

-

Matrice d’adjacence :

Exemple :

La matrice d’adjacence d’un
graphe non-orienté est
symétrique

On numérote les sommets d’un graphe orienté (G) d’ordre 7 .
La matrice carrée associée au graphe (G) ( orienté ou non ) estla matricea » ligneseta n colonnes ou le terme
a; situé a I’'intersection de la ligne ¢ et de la colonne ; est égal au nombre d’arétes reliant le sommet i a ;.

Cette matrice est appelée matrice d’adjacence du graphe.

La matrice d’adjacence de (G, est

La matrice d’adjacence de  (G,) est

oSO o o0 oo o~,O

cCoO—R O, —mO—~ O —

SO OO0 == O —~O

CO—=OO0 RO —~OO

O, —,—,O O ===

Nombre de chaines de
longueur k :

Exemple :

1010 20
0101 03
101 0 M=[20
010 1 03
1010 20

conoN

2

wowo

0

SR SE=J*]

2

co oo

6

Soit M la matrice d’ordre n associée a un graphe (G) et un entier naturel non nul & .
Le terme de la matrice M* situé a I’intersection de la ligne i et de la colonne j est égal au nombre de chaines de
longueur & reliant le sommet i au sommet j .

. Q=0 0
1

o
ol

© °

=

6
0

o o
/o

0 6
06 0

N

11 existe 6 chaines de longueur 3 reliant le sommet 2 au sommet 3.
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Graphes non-orientés
Ex 10-1: c
On considére le graphe ci-contre :

1) Quel est I’ordre du graphe ?

2 ) Ce graphe est-il simple ? E

3 ) compléter le tableau ci-dessous :

Sommet A B C D E

Degré

corrections : http:/pierrelux.net

5 ) Déterminer un sous-graphe complet d’ordre 3 . Quel est le degré de
chacun de ses sommets ?

Ex 10-3 : Féte d’anniversaire

Alexandre aimerait inviter 5 amis (notés A,B,C,D et E) pour son
anniversaire, mais certains ne s’entendent pas.

4 ) Combien vaut la somme des degrés des sommets de ce graphe ?

En déduire le nombre d’arétes du graphe.

5) Les sommets B et D sont-ils adjacents ?

6 ) Dessiner le sous-graphe ADC.

Quel est son ordre ?

Combien possédes-t-il d’arétes ?

Ex10-2:
On considére le graphe ci-contre

1) Quel est I’ordre du graphe ?

2 ) Ce graphe est-il simple ?

3) Ce graphe est-il complet ?

4 ) Déterminer un sous-graphe complet d’ordre 4.

amis A B C D E

Ne s’entendent pas | D CDE B ABE BD

Combien Alexandre peut-il inviter d’amis a son anniversaire pour que la
féte soit réussie ?

Ex 10-4 : Rencontres sportives

Lors de rencontres sportives, il y a 7 équipes de basketball représentant 7
établissement différents.

Les professeurs d’EPS aimeraient organiser des rencontres de telle sorte
que chaque équipe en rencontre trois autres.

Est-ce possible ?
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Ex 10-5 : Graphe connexe ?
On considere le graphe ci-contre

1) Quel est I’ordre du graphe ?
2 ) Ce graphe est-il simple ?

3) Ce graphe est-il connexe ?

4 ) Quelle est la distance entre B et C.

5) Quel est le diamétre du graphe ?

6) On considére la chaine B—A—-C—a,—E—A—-B

a ) Déterminer sa longueur.

b ) Est-ce une chaine fermée ?

¢ ) Est-ce un cycle ?

Ex 10-6 : Sommets de méme degré

1) a) Essayer de construire un graphe simple (non orienté) ayant au moins
deux sommets et tel que tous les sommets ont des degrés distincts ?

b ) Que peut-on conjecturer ?

¢ ) En faisant un raisonnement par 1’absurde, démontrer la conjecture
précédente.

2 ) Montrer que dans un groupe de personnes, il y a toujours deux
personnes ayant le méme nombre d’amis présents.

corrections : http:/pierrelux.net
Parcourir un graphe non-orienté

Ex10-7:

Peut-on dessiner en ne passant qu’une seule fois par chaque aréte les
graphes ci-dessous ?

Ex 10-8 : Tracer une figure sans lever le crayon

fig fig2

Est-il possible de tracer les graphes
suivant sans lever le crayon et sans
passer deux fois sur le méme trait ?

fig3

X

figd
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Ex 10-9 : Extrémités d’une chaine eulérienne 2 ) Est-il possible de se promener dans les rues de Konigsberg en passant
une et une seule fois par chaque pont ?

Dans un parg, il y a cinq bancs reliés entre eux par des 8
allées. A ¢
On modélise les bancs par les sommets A, B, C, D E

et les allées par les arétes du graphe ci-dessous. E o

1) Est-il possible de parcourir toutes les allées de ce parc sans passer deux
fois par la méme allée ?

Ex 10-11 : Traverser une seule fois la frontiéere

Un voyageur visite ces six pays d’Asie.
11 aimerait traverser une fois et une seule chaque frontiéres.

2 ) Amine est assis sur le banc A . Peut-il parcourir toutes les allées de ce
parc sans passer deux fois par la méme allée ?

de €
Meérid

1) Dessiner un graphe représentant la situation.

Ex 10-10 : Probléme des sept ponts de Konigsberg
https:/fr.wikipedia.org/wiki/Probl%C3%A8me_des sept_ponts_de K%C3%B6nigsberg

La ville de Konigsberg (aujourd'hui Kaliningrad) est construite autour de deux iles
situées sur le Pregel et reliées entre elles par un pont. Six autres ponts relient les rives
de la riviére a 1'une ou l'autre des deux iles, comme représentés sur le plan ci-dessus.
Le probléme consiste a déterminer s'il existe ou non une promenade dans les rues de
Konigsberg permettant, a partir d'un point de départ au choix, de passer une et une 2) Est-il possible de traverser une fois et une seule chaque frontiére ?
seule fois par chaque pont, et de revenir a son point de départ, étant entendu qu'on ne
peut traverser le Pregel qu'en passant sur les ponts.

1) Dessiner un graphe représentant la situation.

Ex 10-12 : Couper 16 segments

Est-il possible de tracer une courbe, sans lever le crayon, qui coupe
chacun des 16 segments de la figure suivante ?
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Graphe orienté
Ex10-15:

On consideére le graphe orienté ci-dessous :

A
B
E
D
Ex 10-13 : Signature de Mahomet et cycle eulérien C
La signature de Mahomet est formée de deux croissants opposés comme 1) Quel est I’ordre du graphe ?
sur le dessin ci-dessous.
& N ol
L p !
b'x e wCh 2 ) Quel est le degré entrant du sommet C et le degré sortant du sommet A ?
/ d g
4 *k

On raconte qu'il la tragait sans lever la pointe de son cimeterre.

Est-ce possible ? Si oui, proposer une maniere de faire.
3 ) Déterminer une chaine de longueur 3 reliant les sommets A et B.

Ex 10-16 : Relation « étre diviseur de »

Construire un graphe orienté dont les sommets sont les entiers compris
entre 1 et 12 et dont les arcs représentent la relation « étre diviseur de ».

Ex 10-14 : Ajouter un sommet et des arétes pour trouver un cycle eulérien
Soit G un graphe connexe ne possédant pas de cycle eulérien.

Est-il toujours possible, en rajoutant un sommet et quelques arétes, de
transformer G en un graphe possédant un cycle eulérien?
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Matrice d’adjacence Ex10-19:
Ex10-17 : 1) Déterminer les sommets A,B,C,D,E et F du graphe ci dessous, sachant
que la matrice d’adjacence associée, en prenant les sommets par ordre
Dans chacun des cas déterminer la matrice d’adjacence associée aux alphabétique est :
graphes donnés ( en considérant les sommets dans 1’ordre alphabétique)
00 0101 *
1) c 0001 11
00 0O0O01
M=
D 11001 1
010100
B 111100
E
A 2 ) Déterminer a I’aide de la
2) calculatrice les matrices M’ et M’ .
3 A
) B
= 3 ) En déduire le nombre de chaines de longueur 3 reliant Aa C et le
nombre de chaines de longueur 5 reliant C a E.
D
c
Ex10-18: Ex 10-20 : Nombres élégants

On considére la matrice d’adjacence d’un graphe (G) :
Un nombre est dit élégant si la différence entre deux chiffres consécutifs

01 101 1) Déterminer 1’ordre du graphe. estd’au plus 1.

1 0001 Le but du probléeme est de déterminer le nombre de nombres ¢légants a 8
M=(0 0 0 1 1 chiffres, dont les chiffres sont tous compris entre 0 et 4 (inclus) ?

1 0000

01100 2 ) Le graphe (QG) est-il orienté ? 1) On construit un nombre élégant en concaténant les chiffres un a un.

Compléter les pointillés ci-dessous :

- Oestsuivide ...
- lestsuivide ...
- 2estsuivide ...
3 ) Dessiner un graphe possible. - 3estsuivide ...

- 4estsuivide ...

2 ) Construire le graphe dont les sommets sont les chiffres de 0 a 4, et tel
qu’il y ait une aréte entre deux sommets si la différence entre les sommets
vaut au plus 1.
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3 ) Déterminer la matrice d’adjacence du graphe.

4 ) Un nombre élégant a 8 chiffres correspond a une suite de 8 sommets
reliés par des arétes, soit § sommets qui forment une chaine. Mais, comme
il y a 8 sommets, il n’y a besoin que de 7 arétes pour parcourir la chaine.

a ) Déterminer le nombre de nombres élégants commengant par 2 et
finissant par 4.

b ) Comment obtenir le nombre de nombres élégants a 8 chiffres, dont les
chiffres sont tous compris entre 0 et 4 (inclus) ?

Ex 10-21 : Niveaux d’un jeu vidéo

Un jeu vidéo est composé de cing niveaux A,B,C,D et E.
Le graphe ci-dessous représente les différentes possibilités pour passer d’un
niveau a ’autre (éventuellement le méme).

1) En considérant les sommets dans 1’ordre alphabétique, déterminer la
matrice d’adjacence du graphe.

corrections : http:/pierrelux.net

2 ) Combien existe-t-il de chaines de longueur 4 allantde Ca E ?
Déterminer ces chaines.

3) Un joueur passe quatre niveaux et se retrouve ... sur le méme niveau !
De combien de fagons différentes cette situation peut-elle arriver ?

Ex 10-22 : Code de messagerie

Pour accéder a sa messagerie, Camille a choisi un code qui doit étre
reconnu par le graphe étiqueté ci-dessous de sommets 1,2,3 et 4.

P g ,f"ﬁ‘\l
5 K x’ll II‘\ o
Q . Q E 5
TN - &

W =

Une succession de lettres constitue un code possible si les lettres se
succédent sur un chemin du graphe orienté en partant du sommet 1 et en
sortant au sommet 4

Le code SENS et un code possible, alors que SUN n’est pas possible.

1) Parmi les trois codes ci-dessous, lequel est reconnu par le graphe.
SCENES - SUCCES - SUSPENS

2 ) Déterminer la matrice d’adjacence associée au graphe.

3 ) Déterminer le nombre de codes de 4 lettres reconnus par le graphe.
Quels sont ces codes ?
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MATRICES - QUELQUES UTILISATIONS

1) SUITES DE MATRICES

Définitions :

Soit un entier naturel n .
. On appelle suite de matrices colonnes (U}, des matrices colonnes dont tous les éléments On définit de la méme maniére une
sont des termes de suites numériques. suite de matrices lignes.
. Onditque (U,) converge si et seulement si tous ses éléments convergent. La limite de Dans les autres cas, on dit que la suite
(U,) est alors la matrice ayant pour coefficients les limites de chaque terme de (U,) . est divergente.
Exemple :
3

- Lasuite (U,) définie par U”=( 2n—n) est une suite de matrices dont les coefficients sont les suites numériques (@,) et (b,) définies par

a,=n’ et b,=2—n

1
- Lasuite (V,) définie par V,=| n+1
2+e "

Propriété :

Si A est une matrice carrée d’ordre pE€IN et (U,,) une suite de matrices colonnes a p lignes telles
que pour tout entier naturel n , U,,,; =AU,  alors:

VneN , U,=A"U,

Preuve :

Soit la propriété P(n):" U,=A"U; ", pour n€N

Démontrons par récurrence que cette propriété est vraie pour tout n€IN .
Initialisation :

Hérédité :
Supposons P(n) vraie pour un entier n€IN fixé, ¢’est a dire U,=A"U, (HR)

Montrons que la propriété P(n+1) est vraie, c’est a dire
Ona
Ainsi

On a donc démontré que P(n+1) est vraie.

Conclusion :
P(n) est vraie pour tout entier #€IN |, ¢’estadire: VneN , U =A"U,

Exemple :
. . r . an+l:an+bn .
Soit (a,) et (b,) deux suites définies par =1, by=2 et b =g —2p »POUT tout entier naturel # .
n+l— “n n

. . 1
On considére la matrice A =(

1 . _|a,
1 _,)) et pour tout entier naturel 7 , on pose Un_(b ) .

Define a=|1 1 Terminé
' 1 -2
Define 110=[1] Termine

e [171]
-531
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Propriété et définition : admise

Soit A une matrice carrée d’ordre pE€IN , B une matrice colonne a p lignes et (U, ] une suite de matrices colonnes
a p lignes, telles que pour tout entier naturel n, U,,, =AU, +B |

Silasuite (U,] converge alors sa limite U est une matrice colonne vérifiant U=AU+B .

On dit que la matrice U est Pétat stable de la suite (U,)

2) CHAINES DE MARKOV

Définition :

. Un graphe pondéré est un graphe dont les arétes sont affectées de coefficients positifs.
. Le poids d’une chaine est la somme des coefficients affectés aux arétes qui composent la chaine.

. Un graphe probabiliste est un graphe orienté pondéré ou tous les poids sont compris entre 0 et let tel que la
somme des poids des arétes issues d’'un méme sommet est égale a 1.

Exemple :

Définition :

La matrice associée a un graphe probabiliste comportant p sommets s’appelle une matrice de transition. Si les sommets sont des
lettres, on numérote les
C’est une matrice carrée d’ordre p telle que le terme de la i -éme ligne et j -iéme colonne est égal au poids de | sommets en respectant
I’aréte allant du sommet i au sommet j si elle existe , O sinon. ’ordre alphabétique.

Exemple : La matrice de transition du graphe (G) de ’exemple précédent est

Remarque :

Définition :

Soit une suite de variables aléatoires (X,) permettant de modéliser 1’évolution par étapes successives d’un systéme
aléatoire comportant différents états.

La loi de probabilité de X, (étape 0) s’appelle la distribution initiale du systéme.

La loi de probabilité de X, (étape n ) s’appelle la distribution aprés n transitions.

Si, a chaque étape, la probabilité de transition d’un état a un autre ne dépend pas de 7 , on dit que la suite (Xn) est
une chaine de Markov.

On associe a une chaine de Markov un graphe probabiliste tel que les sommets sont les états du systeme aléatoire et
le poids de chaque aréte est égal a la probabilité de transition d’un état a un autre.
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Propriété :

Soit une chaine de Markov a 2 ( respectivement 3 ) états et P 1a matrice de transition associée.
Soit trois entiers naturels 7, i et j telsque n=1, 1<i<2 et 1<j<2 (respectivement 1<i<3 et 1</<3).

La probabilité de passer de I’état i a1’état j en n étapes est égale au terme de la i -éme et j -iéme colonne de la matrice P”" .

Preuve : Démonstration pour une chaine de Markov a 2 états.

PXU:](anl) PXO:I(anz)
Pxnzz(anl) Pxnzz(anz)
Démontrons par récurrence que cette propriété est vraie pour tout n€IN" .

Soit la propriété Q(n) : " P'= " pour ne€N’

Initialisation :

Pour n=1 , on a par définition de la matrice de transition
Q(1) est donc vraie.
Hérédité :

Supposons Q(n) vraie pour un entier n€IN fixé, c’est & dire P”_(PX"_](anl) P _I(anz)) (HR)
n , = _ _
PP P PX,,:Z(Xn_l) PXO:Z(Xn_Z)

e, . R N . n+l _
Montrons que la propriété Q(n+1) est vraie, c’est a dire P —(

Soit deux entiers naturels 7 et j telsque 1<i<2 et 1<j<2.
Dans un premier temps, on calcule la probabilité de passer de I’étata i al’état j en n+1 transitions.

(Pour cette démonstration, on utilise le fait que Px,-; est une probabilité)

(X :2)
Pn+l:P"P: ,1( ” Pu P , .
Or \ Z(X = 1) PXn—Z(anz))(pZI Px dapres (HR)

Px"_l(Xn=1)plz+Px0_1(XH=2)pzz)
(Pxozz(xnzup11+PX0:2(Xn:2)p21 quzz(xnzl )p12+PX0:2(Xn:2)p22
( PXO—I(XnH:z))
PXO:Z(Xn+l:1) PXO:Z(Xn+l:2)

On a donc démontré que P(n+1) est vraie

Conclusion :

P(n) est vraie pour tout entier n€IN", c’esta dire: VneN", P":(

Exemple :

. On considére une marche aléatoire a deux états modélisée par le graphe probabiliste ci-dessous et P la matrice de transition associée.

Define p={0-5 0.5 Terminé
=g = 0.3 0.7 -
- i
- 4 0.376 | 0.624 |
m &7 1 03?4{66726
05 ’
05

Matrices — Quelques utilisations - cours éléve- auteur : Pierre Lux - page 3/4

130/144



. On considére une marche aléatoire a trois états modélisée par le graphe probabiliste ci-dessous et P la matrice de transition associée.

03 0.1 0.6 0.2 Terminé
Definep=03 0.2 05
0.3 0.4 0.3
3
p

0.252 0.364 0.384

0.244 0.296 0.36
0.25; 0.372 0.376

(
\

0,6

4) CHAINES DE MARKOV : ETUDE ASYMPTOTIQUE

Définition :

Soit une chaine de Markov a 2 ( respectivement 3 ) états et P 1a matrice de transition associée.

On note “T» la matrice ligne a 2 ( respectivement 3 ) colonnes dont le terme de la j -iéme colonne est la probabilité qu’a I’étape n la
variable aléatoire X, soit égaléa j,c’esta dire :

7,=(P(X,=1) P(X,=2)] (respectivement 7,=(P(X,=1] P(X,=2) P(X,=3)))

Remarque : o représente la distribution initiale et “» la distribution aprés »n transitions.

Propriété :

. , P" ne contient pas de 0 signifie qu’en 7 étapes on peut
Pour tout entier naturel n>1, 7,,,=7,P et 7 =m,P". passer de n’importe quel état a n’importe quel autre état.

Preuve : Démonstration pour une chaine de Markov a 2 états. exigible
Pu Pn

u pi/‘:Px‘,:i(XI:j) (avec i€[1;2] et jE(1;2] )
P Pn

Par définition de la matrice de transition P :(

Soit un entier naturel #» .Ona:

On démontre de méme que P(X,,,=2)=p,P(X,=1)+p,,P(X,=2] . Onadoncbien 7, =7,P
PXO:I(anl) PXO_,(X,FZ))
Px0=2(Xn=l) Pxﬂ=2(Xn=2) '

1) Pyoi(X,=2)
xﬂzz(anl) quzz(XnZZ)

On suppose maintenant 721 . On a déja vu que P'=

P
Onaalors 7,P'=(P(X,=1) P(X,=2)) (P

Propriété : admise

Remarque : Si la matrice P ne contient pas de 0, alors la
S’il existe un entier naturel 7 tel que P" ne contient pas de 0 alors la suite (74 | suite (74 converge.

converge vers la matrice 7 vérifiant 7=xP et cette limite ne dépend pas de 7o .

La matrice 7 représente la distribution invariante du systéme.
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- MATRICES - QUELQUES UTILISATIONS - MATH EXP chapitre 11 : 1’ESSENTIEL DU COURS

Suites de Matrices :

On définit de la méme maniére
une suite de matrices lignes.

Propriété :

Propriété et définition

http://pierrelux.net

. On appelle suite de matrices colonnes (U,), des matrices colonnes dont tous les éléments sont des termes de
suites numériques.

. Onditque (U n) converge si et seulement si tous ses ¢léments convergent. La limite de
matrice ayant pour coefficients les limites de chaque terme de (U ,,) .

(U,) estalors la

Si A est une matrice carrée d’ordre p€IN et (U,) une suite de matrices colonnes a p lignes telles que pour tout
entier naturel » , U,,,;=AU,  alors:
VnelN , U =A"U,

Soit A une matrice carrée d’ordre p€IN , B une matrice colonne a p lignes et (Un) une suite de matrices
colonnes a p lignes, telles que pour tout entier naturel # , U,.,=AU,+B |

Sila suite (U,] converge alors sa limite U est une matrice colonne vérifiant U=AU+B .

On dit que la matrice U est I’état stable de la suite (U,)

Graphe probabiliste :

Matrice de transition :

Si les sommets sont des lettres,
on numérote les sommets en
respectant 1’ordre alphabétique.

. Un graphe pondéré est un graphe dont les arétes sont affectées de
coefficients positifs.

. Le poids d’une chaine est la somme des coefficients affectés aux arétes
qui composent la chaine.

. Un graphe probabiliste est un graphe orienté pondéré ou tous les poids 06
sont compris entre 0 et let tel que la somme des poids des arétes issues
d’un méme sommet est égale a 1.

La matrice associée a un graphe probabiliste comportant p sommets s’appelle c
une matrice de transition.
C’est une matrice carrée d’ordre p telle que le terme de la i -¢me ligne et

PR ’ . s A . La matrice de transition du graphe (G) est
J -iéme colonne est égal au poids de I’aréte allant du sommet ¢ au sommet 09 01 0

J sielle existe , 0 sinon. 0 03 07
06 04 0

(G) est un graphe prababiliste a trois états.

La somme des termes de chaque ligne est égale a 1.

Chaine de Markov :

Représentation a ’aide
d’une suite de matrices :

Exemple :

On considére une marche
aléatoire a deux états modélisée
par le graphe probabiliste ci-
dessous et P la matrice de
transition associée.

Soit une suite de variables aléatoires (X,,) permettant de modéliser 1’évolution par étapes successives d’un systéme
aléatoire comportant différents états.

La loi de probabilité de X, (étape 0) s’appelle la distribution initiale du systéme.

La loi de probabilité de X, (étape n ) s’appelle la distribution aprés n transitions.

Si, a chaque étape, la probabilité de transition d’un état a un autre ne dépend pas de 7 , on dit que la suite (Xn) est
une chaine de Markov.

On associe a une chaine de Markov un graphe probabiliste tel que les sommets sont les états du systéme aléatoire et
le poids de chaque aréte est égal a la probabilité de transition d’un état a un autre.

Soit une chaine de Markov a 2 ( respectivement 3 ) états et P la matrice de transition associée.

Soit trois entiers naturels 7, i et j telsque n=1, 1<i<2 et 1<j<2 (respectivement 1<i<3 et 1</j<3)
La probabilité de passer de I’état i al’état j en n étapes est égale au terme de la i -éme et j -iéme colonne de
la matrice P” .

03

Define p=[0‘5 0.5] Terminé
mo.r p= 0,5 0,5 0.3 0.7 o
=2 - Ve
0.5 J 0,3 0,7 o4 [0.376 ‘\0.6241‘
) 0.3744 0.6256]
N

05

La probabilité de passer de I’état 1 a 1’état 2 en 4 étapes 0,624

Chaine de Markov : étude
asymptotique :

Ty représente la distribution
initiale et “T» la distribution
aprés 7 transitions.

Propriété :

Propriété : distribution
invariante du systéme
P”" ne contient pas de 0 signifie

qu’en n étapes on peut passer de
n’importe quel état a n’importe
quel autre état.

Soit une chaine de Markov a 2 ( respectivement 3 ) états et P la matrice de transition associée.

Onnote 7T» la matrice ligne 4 2 ( respectivement 3 ) colonnes dont le terme de la j -iéme colonne est la
probabilité qu’a I’étape 7 la variable aléatoire X, soit égaléa j , c’est a dire :

7,=(P[X,=1) P[X,22) (respectivement 7,=(P(X,=1) P[X,=2) P(X,=3) )

Pour tout entier naturel n>1, 7,,,=7,P et 7, =m,P".

S’il existe un entier naturel 7 tel que P" ne contient pas de 0 alors la suite () converge vers la matrice 7
vérifiant 7= P et cette limite ne dépend pas de 7o .

La matrice 7 représente la distribution invariante du systéme.
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Suites de matrices

Ex11-1:

On considére la suite de matrices définie par Uo:(_zl) et pour tout entier

naturel n, U

n+l

1 2
=AU, ou A= .
cou a7

1) Calculer U, et U,

xl’l

2 ) Exprimer Un:( ) en fonctionde n et A, puis déterminer la matrice

n

U,, avec la calculatrice.

EX 11-2 : cCalculer les termes d’une suite en utilisant I’écriture matricielle de la relation de récurrence

On considére les suites (a,) et (b,) définies pour tout entier naturel
par:

a,,=2a,—b, et a,=3

n

b,.,=—a,+2b, et b,=5

On définit pour tout entier naturel 7 , la matrice U,,:(a")

1) Déterminer la matrice A, telle que U,,,=AU,

2) Calculer a, et b,

corrections : http://pierrelux.net

3) Calculer a4 et b

EX 11-3 : calculer les termes d’une suite en utilisant Iécriture matricielle de la relation de récurrence

On considére la suite de nombres réels (a,,) telle que pour tout entier
naturel » nonnul: a

n

n=2a,~a,,

1) Traduite la relation de récurrence par une égalité matricielle du type
Un+l = A Un

2)Ondonne a,=2 et a,=5 . Calculer a, et a;.

Ex 11-4 : Vrai ou faux

e
1) La suite de matrices colonnes (U,] définie par U,=| 1

2n

est

convergente.

2) La suite de matrices colonnes (V) définie par Vn=(0 ’23,,_1) est
convergente.
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2) Lasuite (U,) a-t-elle un état stable ?

1
3) Lamatrice U=[ 0 ) est un état stable de la suite de matrices colonnes
-1
2 11
U, =AU, ou A=|1 3 1)
4 5 2

Ex 11-5 : Mettre sous la forme U, , =AU +B

Traduire les relations de récurrence des suites ci-dessous par une égalité
matricielle du type U,,,=AU, +B

1) a,=1, b,=2 et pour tout entier naturel n :
a,,,=3a,—2b,+2
Brr ==y +2b, =7 Ex11-7:

Soit la suite de matrices (U, , définie pour tout entier naturel n par

Loy
U, =AU +B ol Uoz(;), A= 21 L e B:(_lz)
2 2

1) Déterminer une matrice U telle que U=AU+B .
2) a,=—1, a,=1 et pour tout entier naturel n=0 :

a,.,=—a,+5a,,-2

n

2)Onpose V,=U,—U . Montrer que pour tout entier naturel n,
Ex11-6: U, =AU, etétatstable Viu=AV,.
En déduire I’expression de V, en fonctionde n .

On consideére la suite de matrices (Un) définie par U,= (;) et pour tout

entier naturel n, U, =AU, ou AZ(g g) .

1) Montrer que la suite diverge.

3) Avec la calculatrice, déterminer A%, A®, A% et A°.
Conjecturer une expression de A"
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4 ) Démontrer la conjecture précédente pour tout entier naturel n non nul.

5) En déduire ’expression de U, en fonctionde n .

6) On admet que lim n0,5"=0 . Etudier la convergence de la suite (U, .

n->+co

Ex 11-8 : Avec la calculatrice

_(0,3 0,5 _ (0,2
On donne A—(0’4 0’1) et B_(0,3)

1) On consideére la suite de matrices colonne (Un) telles que pour tout
entier naturel n, U, =AU +B .

Déterminer la matrice U telle que U=AU+B

corrections : http://pierrelux.net

2 ) Conjecturer le comportement asymptotique de A"

3) Quelle conjecture peut-on alors faire sur le comportement
asymptotique de la suite (U,) ?

Ex11-9:
3 _2
. . 30 15 6
1 = =
Soit les matrices A ,i g et B (O)
15 30

On considére la suite de matrices colonne (U,] telles que pour tout entier
naturel n, U ,, =AU +B.

1) Déterminer la matrice U telle que U=AU+B
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Lop (12 _({0,3 0 b ) En déduire les coefficients de A" .
2 ) Soit P—(_1 1) et D—( 0 0’5).

Vérifier que A=P™'DP

3)a) Montrer que A"=PD"P" .

4)Onpose V,=U,—U . Montrer que pour tout entier naturel n,

V.. =AV .

En déduire I’expression de V, en fonction de n , puis I’expression de
U, en fonctionde n .

n+1

5) Etudier la convergence de la suite (U, .
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Ex 11-10 : Baccalauréat S — Liban 31 mai 2019 — ex 4

U,,,=AU_+B - matrices diagonales - récurrence

Dans un jardin public, un artiste doit installer une ceuvre aquatique commandée par la mairie. Cette
ceuvre sera constituée de deux bassins A et B ainsi que d'une réserve filtrante R.

Au départ, les deux bassins contiennent chacun 100 litres d'eau.

Un systéme de canalisations devra alors permettre de réaliser, toutes les heures et dans cet ordre, les
transferts d’eau suivants :

— dans un premier temps, la moitié du bassin A se vide dans la réserve R;

-~ ensuite, les trois quarts du bassin B se vident dans le bassin A;

— enfin, on rajoute 200 litres d'eau dans le bassin A et 300 litres d’eau dans le bassin B.
Une étude de faisabilité du projet améne a étudier la contenance des deux bassins A et B qui est a
prévoir pour éviter tout débordement.

On modélise les quantités d'eau des deux bassins A et B a I'aide de deux suites (ay) et (by) : plus
précisément pour tout entier naturel n, on note a, et b, les quantités d'eau en centaines de litres
qui seront respectivement contenues dans les bassins A et B au bout de n heures. On suppose pour
cette étude mathématique que les bassins sont a priori suffisamment grands pour qu'il n'y ait pas de
débordement.

3 i a T 1
Pour tout entier naturel n, on note I/, la matrice colonne U, = (b")l Ainsi Uy = [l]
n

1. Justifier que, pour tout entier naturel n, U,y = MU, +Cou M = [EI(,}S g';g] etC= {j]

1 3
2. On considére la matrice P = (IJ _1]‘

a. Calculer P?. En déduire que la matrice P est inversible et préciser sa matrice inverse.
b. Montrer que PMP est une matrice diagonale D que l'on précisera.

c. Calculer PDP.

d. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, M" = PD"P,

: : 05" 3x0,5"-3x025"
Dn admet par la suite que pour tout entier naturel n, M" = )

0 0,25"

3. Montrer que la matrice X = (140] vérifie X = MX + C.

4. Pour tout entier naturel n, on définit la matrice Vy, par Vy = Uy — X.
a. Montrer que tout entier naturel n, Vpo1 = MV,

b. On admet que, pour tout entier naturel non nul n, V, = M" V.
-18x0,5" +9 % 0,25" + 10
-3x%0,25" +4 )
5. a. Montrer que la suite (b,) est croissante et majorée. Déterminer sa limite.

Montrer que pour tout entier naturel non nul n, Uy = [

b. Déterminer la limite de la suite (an).

c. On admet que la suite (a,) est croissante. En déduire la contenance des deux bassins A et
B qui est 4 prévoir pour la faisabilité du projet, c’est-a-dire pour éviter tout débordement.

corrections : http://pierrelux.net
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Graphes probabilistes

Ex 11-11 : Graphes probabilistes ?

Les graphes ci-dessous sont-ils des graphes probabilistes ?
Si oui, donner la matrice de transition associée.

Ex 11-12 : Compléter un graphe probabiliste

Compléter le graphe probabiliste ci-dessous et donné la matrice de
transition associée .

0,01

corrections : http://pierrelux.net

Ex 11-13:

Une grenouille saute aléatoirement plusieurs fois par heure sur trois
rochers . A chaque étape :

- Si elle est sur le rocher A, elle choisit de maniére équiprobable, soit de
rester en A, soit de sauter vers le rocher B ou vers le rocher C.

- Si elle est sur le rocher B, elle choisit de maniere équiprobable de sauter
sur le rocher A ou sur le rocher C.

- Si elle est sur le rocher C, elle saute sur le rocher A.
Onnote X, la variable aléatoire donnant la position de la grenouille a
I’étape n .

Au début, pour n=0, la grenouille est sur le rocher A.

1) Donner la distribution initiale du systéme.

2) En utilisant un arbre pondéré, donner la distribution du systéme apreés
deux étapes.

3) Expliquer pourquoi la suite (X,) est une chaine de Markov et donner
le graphe probabiliste et la matrice associée.
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4) Quelle est la probabilité que la grenouille se retrouve a nouveau sur le
rocher A au bout de 5 étapes ?

5) La grenouille (de compétition) , saute sans jamais s’arréter . Conjecturer
grace a la calculatrice, la probabilité qu’elle soit sur le rocher A au bout
d’une semaine ?

Ex11-14:

Un chimpanzé navigue sur un site internet comptant trois pages.

Sur chacune des pages, il y a des bananes représentant des liens ramenant
sur les autres pages.

- Sur la page 1, il y a deux bananes, |’une menant a la page 2 et I’autre a la
page 3.

- Sur la page 2, il y a quatre bananes, trois menant a la page 3 et une a la
page 1.

- Sur la page 3, il y a une banane menant a la page 2.

1) Représenter la situation a 1’aide d’un graphe probabiliste et donner la
matrice de transition P associée.

corrections : http://pierrelux.net

2 ) Le chimpanzé est sur la page 2 et clique 15 fois . Sur quelle page a-t-il
le plus de chance de se retrouver ?

Déterminer une distribution invariante

Ex11-15:

La matrice P= est la matrice de transition associée a une

wlin AR
W= AW

chaine de Markov.

1) Représenter le graphe associé.

2 ) Déterminer la distribution invariante de cette chaine.

3 ) Déterminer le comportement asymptotique de cette chaine.
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Ex 11-16:

Un ordinateur est programmé pour afficher successivement des lettres qui
sont soit des lettres majuscules (M) soit des lettres minuscules (m) selon le
graphe probabiliste ci-dessous :

0,5
0,5
0,2
0,8

1) On suppose que la premiere lettre est une majuscule . Calculer la
probabilité que la 10-iéme lettre soit aussi une majuscule.

2 ) Déterminer la distribution invariante de ce systéme, puis interpréter le
résultat.

corrections : http://pierrelux.net

Ex11-17:
0,5 0,5 0
Lamatrice P=| 0 0,5 0,5| estlamatrice de transition associée a
1 0 0

une chaine de Markov de distribution initiale n0=(1 0 0)

1) Représenter cette chaine par un graphe pondéré.

2) Calculer la distribution apres 5 transitions.

3) Avec la calculatrice, conjecturer le comportement asymptotique de
cette chalne de Markov.

4) Conjecturer que la suite des distributions (7, converge et donner sa
limite.
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11 . Matrices - Qllelques lltiliSEltiOIlS . exercices - page 9 corrections : http://pierrelux.net

Ex11-18

Un chat, au cours de la journée se déplace pour dormir entre le lit (A), le
canapé (B) et le tapis (C).

Onnote a,, b, et c, les probabilités respectives que le chat soit en A, en
Beten Caprés n déplacements.

A I’étape n=0, il dort tranquillement sur le lit.

Une étude sur le comportement de ce chat a permis d’établir que :

a,,=0,3a+0,3b,+0 3c,

b,.,=0,2a,+0,5b,+0,3c,

c,.,=0,5a,+0,2b +0,4c,
Onnote 7,=(a,b,c,)

n~n-n

1) Ecrire la matrice P, telle que, pour tout entier naturel n, =,,,=Px,

5) Résoudre ce systéme a 1’aide d’un calcul matriciel.

2 ) Calculer la probabilité pour que le chat dorme sur le tapis aprés 4 étapes.

3 ) Justifier que la suite de matrices (m,) converge vers une matrice
7=la b c)

4) Démontrer que les nombres a, b et c vérifient le systéme suivant :

a+b+c=1
S):1~0,7a+0,3b+0,3¢=0

0,5a+0,2b—0,6¢c=0 6 ) En déduire I’endroit ot le chat a le plus de chance de dormir a long
terme.
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I’alphabet grec en sciences

?) majuscules

minuscules

alpha

beta

gamma

delta

epsilon

zéta

éta

théta

iota

kappa

lambda

mu

nu

xi ou ksi

omicron

pi

rho

sigma

tau

upsilon

phi

chi ou khi

psi

S U IClalQPM A oR|IE 2R |« D3 Ul | 0n=R ™R

omega

http://pierrelux.net

Ne sont indiquées que les capitales utilisées en sciences . Les autres, identiques a des lettres de 1’alphabet latin, ne sont pas utilisées.

La lettre omicron, identique a notre lettre o, n’est pas utilisée en sciences.
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PYTHON - les instructions de base utilisées au lycée

http://pierrelux.net

Créer un programme

- On va a la ligne aprés chaque instruction.
- On peut séparer plusieurs instructions sur la méme ligne en les séparant par « ; »

Saisir une variable

11 existe aussi d’autres types numériques :

type long : Entier compris entre et —inf et 2 147 483 647

ou entre 2 147 483 648 et + inf

type complex : Nombre complexe

Pour connaitre tous les types e
https:/fr.wikiversity.org/wiki/Python/Les _types de base

- A=input("A=") si A est une chaine de caractére ( c’est le type par défaut)
type str : Chaine de caracteéres

- A=float(input("A=")) si A est un flottant
type float : Valeur spécifiée avec un point dans le programme (exemple : a=2.0 ) permettant une
approximation de nombre réel

- A=int(input("A=")) si A est un entier
type int : Entier compris entre -2 147 483 648 et 2 147 483 647 (codage sur 32 bits soit 4 octets)

Afficher

- print(A) affiche la valeur de la variable A
- print("Vive les maths") affiche le texte Vive les maths
- On peut aussi mélanger texte et variable : print("la valeur de A est ",A)

Affecter

B=A affecte la valeur A ou le contenu de la variable A a la variable B

Ecrire un commentaire

Les commentaires s’écrivent apres le signe #

Opérations élémentaires

division /
reste de division entiéere % (9%?2 donne 1)
quotient de division entiere // ( 9//2 donne 4 )

addition +
soustraction -
multiplication *
puissance **

Tester ...

==B (égal) A!=B (différenty A>B (supérieur) A<B (inférieur) A>=B (supérieur ou égal) A<=B (inférieur ou égal)

Et / Ou

AandB / AorB

Si ... Sinon Si ... Sinon

if condition C1 :
instruction Al
elif condition C2 :
instruction A2
else :
instruction A3

C’est le décalage vers la droite qui indique les instructions
faisant partie de la structure conditionnelle.

Il n’y a pas d’instruction de fin.

1l en est de méme pour for , while et def.

Boucle Pour

for iin range(1,n+1) :
instruction A

- for i in range(n): la variable i parcourt tous les entiers de 0 a n-1

- for i in range(m,n): la variable i parcourt tous les entiers de m a n-1
la variable i parcourt tous
les entiers de 1 an - for i in range(m,n,p): la variable i parcourt tous les entiers de m a n-1

avec un pas de p.

Boucle Tant que

while condition :
instruction A

Fonctions

Def exemple(a,b ...): a,b,... sont les arguments de la fonction exemple
instruction ... y=...

return(y) On peut aussi retourner plusieurs valeurs : return(x,y,z,...)

Insérer un module

Un module est une bibliothéque comportant un ensemble de fonctions.
Je présente ci-dessous les modules utilisés au lycée.

Opérations mathématiques : math

Toutes les fonctions du module math
https://www.afpy.org/dec/python/3.5/library/math.html

Nombres aléatoires : random
Toutes les fonctions du module random

https://docs.python.org/fr/3.5/library/random.html

Graphiques : pylab Bases du module pylab
http://matplotlib.free.fr/bases.html

from math import *
On peut aussi importer uniquement la fonction souhaitée : from math import sqrt
Le module math, contient les définitions de nombreuses fonctions mathématiques telles que sin, cos , tan ,sqrt, pi ...

from random import *

Le module random contient les définitions de nombreuses fonctions faisant référence au hasard telles que :
- uniform(a,b) qui retourne un nombre aléatoire compris entre a et b

- randint(a,b) qui retourne un entier aléatoire compris entre a et b

from pylab import *

Le module pylab contient de nombreuses fonctions graphiques, ce qui en fait un outil trés puissant pour créer des
graphiques scientifiques.

Ce module posséde aussi les fonctions usuelles du module math , il n’est donc pas utile d’importer aussi celle-ci
lorsqu’on utilise pylab. On peut aussi utiliser une version plus légére : matplotlib.pyplot. Mais celui-ci ne posséde
pas les fonctions du module math.

Listes et chaines de caractéeres

A=[] permet de définir la liste vide A
A.append(x) ajoute la valeur x a la liste (Si la liste était définie jusqu’au 10 éme terme, x sera le 11éme terme)

Longueur

Extraire

Concaténer

len(A) renvoie la longueur de la liste ou de la chaine de caractéres A

Alk] renvoie le k+1 éme élément de la liste ou de la chalne de caractéres A.
Attention A[0] est le premier terme de la liste.

"mathé "+"matiques" donne la chaine de caractéres "mathématiques"
[1,2,3,4]+[5,6,7,8] donne la liste [1,2,3,4,5,6,7,8]

143/144



http://pierrelux.net/
http://matplotlib.free.fr/bases.html
http://matplotlib.free.fr/bases.html
http://matplotlib.free.fr/bases.html
https://docs.python.org/fr/3.5/library/random.html
https://docs.python.org/fr/3.5/library/random.html
https://docs.python.org/fr/3.5/library/random.html
https://www.afpy.org/doc/python/3.5/library/math.html
https://www.afpy.org/doc/python/3.5/library/math.html
https://www.afpy.org/doc/python/3.5/library/math.html
https://fr.wikiversity.org/wiki/Python/Les_types_de_base
https://fr.wikiversity.org/wiki/Python/Les_types_de_base

Quelques symboles mathématiques a connaitre

bl

http://pierrelux.net

fonction f* qui a x associe le
nombre f(x)

Attention, il ne faut pas utiliser la flecche —

[
==
(<]
Exemples
Symbole d'implication A=B A implique B Ce symbole est censé exprimer l'idée que A estvraie | X=2 = x'=4
Si A alers B entralne que B aussi.
B est nécessairea A
A est suffisant pour B
Symbole d'équivalence A<B A équivauta B 11 s'agit d'une implication dans les deux sens : x=2 ou x=-2
. . . B 2_
A ssi B A sietseulementsi B A implique B et B implique A < x'=4
Quantificateur universel | \7x | P(x] |Quelquesoit X ;pourtout X |Lapropriété P(x] estvérifiée pour tout x VxeR™ , x*+ 11 >0
X+
Quantificateur existentiel | Jx | P(x) Ilexiste X tel que... La propriété P (x| est vérifiée pour au moinsun x . | IxER, (x=2)(x=3]>0
Symbole d'appartenance | x€F X appartienta E Pour un ensemble E  donné, ce symbole signifie quil | A€d
X estélémentde E contient I'élément X . 2e]-3;5(
E contient X
Symbole de non- X&E X n'appartientpasa E Négation de l'appartenance de X a FE . —5¢N
appartenance
Symbole d'inclusion ACB A estinclus dans B Pour deux ensembles A et B donnés, ce symbole |-2;5[<]-3;8]
A estun sous-ensemble de B | signifie que tous les éléments de A sont éléments de
A est une partie de B B.
B contient A
Symbole de non-inclusion | A¢* B A n'est pas inclus dans B Négation de I'inclusionde A dans B , c'est-a-dire Q¢Z
qu'il existe au moins un élémentde A qui n'appartient
pasa B .
Ensemble vide 7} Ensemble vide Ensemble qui ne comporte aucun élément 13,1;5[N[5,2;+0[ =0
Singleton, paire [x] i “uni 816 L’ensemble des solutions de
g > paire, X] Singleton X Ensemble dont I'unique élément est X . ‘
ensembles finis X y\ Paire X y Ensemble dont les seuls éléments sont X et Y l,equatlorj X :4, est 5=(-2;2]
Accolades { ... } ! E bl E ble dont les n éléments sont Lordre n’est pas important.
(X1 X0 X, | nsemble X, , X, .. X, nsemble dontles n éléments sont X, , X, - X, - | On aurait pu écrire [2;-2)]
Couple, Triplet, (x, y | Couple x Yy Représentation d'une collection d'objets occupant Le point de coordonnées (5;7)
n-uplet (x 7) Triplet X 7 chacun une place précise, au sens ol contrairement a n’est pas le point de coordonnées
N Vs P y un ensemble finis, 1'ordre et la répétition des objets n'est | (7;5] .
Parentheses (...) [x1, X x,) n-uplet X, , X, ... X, pas anodine.
Réunion AUB A union B Ensemble contenant les élémentsde A ou B et |-7;8]U[-3;10[=]-7;10]
Réunionde A et B seulement ceux-la.
AUB Les éléments en commun a A et B sont dans la réunion.
ANB On dit que le ou mathématique est inclusif.
Intersection & A inter B Ensemble contenant les éléments en communs de A ]=7;8]n[-3;10[=[-3;8]
B Intersectionde A et B et B et seulement ceux-1a.
ANB
Somme i Somme de i=1 a i=n On avancede 1 en 1, c’estadire: 1,2,3,45 ...,n 27: 2 m3aale52ee 7
i=1 i=3
Association fix — flx) fix — X2

IN est I'ensemble des nombres entiers naturels.

Z est I'ensemble des nombres entiers relatifs (ou nombres entiers)

IN={0;1 2,3

e

D est I'ensemble des nombres décimaux. (nombres s'écrivant n x 10 P avec 7 et p dans Z)

Q est 'ensemble des nombres rationnels. (nombres que 1'on peut écrire sous la forme

1;0,1;2:3;...)

2 , pétant un nombre entier et ¢ un entier non nul)

On appelle nombre irrationnel tout nombre que I'on ne peut pas écrire sous la forme 2 , p étant un nombre entier et ¢ un entier non nul.
q

IR est I'ensemble des nombres réels, c'est a dire qui sont soit rationnels, soit irrationnels.

IN" est ’ensemble des entiers naturels privé de 0.

IR est I’ensemble des réels privé de 0.
IR™ est I’ensemble des réels strictement positifs. IR

IR™ est I’ensemble des réels positifs. IR”

IR—{2] ou IR\ {2] est]’ensemble des réels privé de 2

R—(2;5,2] ou R\[2

5,2

NcZcDcQclR

est I’ensemble des réels privé de 2 et 5,2

est I’ensemble des réels négatifs.
est I’ensemble des réels strictement négatifs.
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