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Chapitre 1 - RAISONNEMENT PAR RECURRENCE

I3

1) ETUDE D’UN EXEMPLE

On considere la proposition P(n) dépendant d'un entier n:  « 10" - (-1 )" est un multiple de 11 »
( On rappelle qu'un nombre est multiple de 11 lorsqu'il s'écrit sous la forme 11 x k aveck € ZZ )
Vérifions que cette proposition est vraie pour les entiers n=0,1,2,3,4

Pourn=0:

Pourn=1:

Pourn=2:

Pourn=3: 10°-(-1)’=1000-(-1)=1000+1=1001=11x91
Pourn=4: 10*-(-1)*=10000-1=9999 = 11 x 909

On pourrait continuer ainsi les vérifications, mais quel que soit le nombre de vérifications effectuées, on ne peut pas affirmer que cette
proposition est vraie pour tout entier naturel 7.

Pour justifier que cette proposition est vraie pour tout entier naturel n, démontrons le résultat suivant :
Si la proposition est vraie pour le rang n, alors elle est vraie pour le rang suivant n + 1 .

Pour cela, supposons que la proposition est vraie pour un rang n ( 7 étant un entier naturel fixé ).
Alors pour cet entier naturel n, on a :

10" - (-1)" est un multiple de 11 c'est-a-dire

On veut alors démontrer que la proposition est vraie pour n + 1 c'est-a-dire que

Puisque 10"-(-1)" =11 xk avecke ZZ , on peut écrire
10" =11 xk+(-1)

= 10x10"=10[11x k+ (-1)" ]

> 101 =

= 10" (-1 )yt =

> 1071 =

= 10" -(-1)y*! =
k étant un entier, le nombre £’ =10 k+ (-1)" estaussi un entier.
On a donc démontré que : 10""'-(-1)""" =11xk , kK e ZZ

On a donc démontré le caractere héréditaire de la proposition :
Si la proposition est vraie pour un entier 7, alors elle est vraie pour l'entier suivant n + 1.

On peut alors observer que : puisqu'elle est vraie pour 0, elle est vraie pour 1, puisqu'elle est vraie pour 1, elle est vraie pour 2 .....
Il apparait alors "clairement" que la proposition est vraie pour tous les entiers n de IN.

En assimilant I'ensemble IN des entiers naturels a une échelle sur laquelle on voudrait monter, le principe du raisonnement qui vient d'étre fait est
le suivant :

e si on sait monter sur le premier barreau de I'échelle
e ct si l'on sait passer d'un barreau au barreau suivant,
e alors on peut atteindre tous les barreaux de 1'échelle.

Raisonnement par récurrence - cours éléve - auteur : Pierre Lux - page 1/2
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Le type de raisonnement ainsi effectué¢ est appelé raisonnement par récurrence . Il est basé sur la propriété suivante :

2) PROPRIETE

Propriété :

Soit P(n) une proposition dépendant d'un entier n et no un entier fixé.
Si P(no) est vraie ( initialisation )
et si pour tout entier #n > no: P(n) = P(n + 1) ( hérédité )

alors P(n) est vraie pour tout entier 7 > ny

Remarque :
Cette propriété, que 1'on ne démontre pas et qui semble tenir du "bon sens" est en fait un axiome des mathématiques, c'est-a-dire un énoncé posé

a priori qui sera une des bases de la théorie mathématique.
En géométrie un axiome célebre est I'axiome d'Euclide : "Par un point donné il passe une paralléle et une seule a une droite donnée".

3 ) DANS LA PRATIQUE

Démontrons par récurrence que pour tout #de IN, ona 2" > n+1

Soit P(n) la proposition : « 2" est supérieur ou égala n+1 »
Initialisation :

pourn=0,ona:

On pourrait vérifier sans difficulté la proposition P(n) pour n =1, 2, 3... cela peut étre utile pour la compréhension, mais c'est sans utilité pour le
raisonnement.

Hérédité :

o . . L'hypothese " P t vraie" s' 11
Supposons que la proposition P(n) est vraie pour un entier naturel fixé n. ypothese " Pln) est vraic” s'appelle

I'hypothése de récurrence.

On a donc : (HR)

Montrons que P(n + 1) est vraie , c'est-a-dire que :

Ona:

Ainsi 27T 1> ey +1
La proposition P(n + 1) est alors vérifiée.

Conclusion :

Raisonnement par récurrence - cours éléve - auteur : Pierre Lux - page 2/2
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Chapitre 1 - LIMITES DE SUITES

Etudier la limite d’une suite (1), ¢’est examiner le comportement des termes u, lorsque n prend des valeurs de plus en plus grandes vers +oo.

1) LES DIFFERENTS CAS POSSIBLES

Soit une suite (,,).
cas 1

Intuitivement, si « u, est aussi grand que ’on veut dés que n est assez grand » ,
alors on dit que la suite (u,) a pour limite +oo.

On note :

cas 2

Intuitivement, si les termes u, finissent par étre négatifs et « si u, est aussi grand
que I’on veut en valeur absolue dés que n est assez grand », alors on dit que la suite
(u,) a pour limite —oo.

On note :

Im u,=—we lim —u,=+ow

n—+ow

Remarque :

n—+ow

cas 3 (suite convergente)

Soit L un réel donné.

Intuitivement, dire que (u,) a pour limite L , signifie que lorsque 7 est de plus en plus
grand, « les nombres u, correspondants viennent s’accumuler autour de L».

On note :

Remarque :

Si une suite (1,) a une limite finie L , alors la limite L est unique.

cas 4

Aucun des trois cas ne se produit.

Exemple :

Remarque : Une suite qui ne converge pas est divergente. (cas 1, cas 2, cas 4)
2) OPERATIONS SUR LES LIMITES

Les théorémes qui suivent, présentés sous forme de tableaux, sont admis.

De maniére plus mathématique :

Tout intervalle de la forme ]A ; +00[ contient toutes
les valeurs u, a partir d'un certain rang.

Exemple :

De maniére plus mathématique :

Tout intervalle de la forme ]— 0} A[ contient toutes
les valeurs u, a partir d'un certain rang.

Exemple :

De maniére plus mathématique :

Tout intervalle ouvert contenant L contient toutes les
valeurs u, a partir d'un certain rang.

Exemple :

Pour la plupart d’entre eux , ils sont naturels mais ... comme souvent en mathématiques, il y a quelques cas particuliers.

On note par un point d’interrogation « ? » les cas ot il n’y a pas de conclusion générale.

On dit qu’il s’agit de cas de formes indéterminées . Ces cas nécessiteront une étude particuliére chaque fois qu’ils se présenteront.

o Limite de la suite de terme général kX u, (ou k est un réel donné)

lim u, L +o©

n—o+w
(kxu,) (avec k>0) kL +o

n—+ow

lim
lim kL

n—o+w

(kxun)(avec k<0)

Exemple :
Soit la suite (w, | définie par w, =5 n?

2 - Limites de suites - cours éléve - auteur : Pierre Lux - page 1
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« Limite de la suite de terme général u,+ v,

lim u, L L L

n—+o

+ o0

lim v, L’ +o0 —o

n—o+w

+ o0

lim (u,+v,) L+L~ +00 -

n—+o

+o0

Exemple :
1

Soit la suite (w, | définie pour n€IN" par w,=5 n’ +;

o Limite de la suite de terme général u,X v,

lim u, L L>0 L>0 L<0 L<0

n—oto

+ o0

lim v, L’ + o0 —© + o — 0

n—o+w

+ o0

+o00 ou —oo

lim (u,Xv,) LXL’ + 00 - — o0 + o0

n—oto

+ o0

Exemple :
Soit la suite (wn) définie pour n€IN" par w,= —n*x (5 n +%)

u
« Limite de la suite de terme général v—"

n

lim u, L L +o0 +00 —o0 —w | +oo
n—+w ou —oo

L>0
ou +oo

L>0
ou +oo

L<0
ou —oo

L<0
ou —oo

&~

+ o0 L’>0 L’<0 |+
ou —oo ou —oo

lim v,

n—+o

0 en restant
positive

0 en restant
négative

0 en restant| 0 en restant

positive

négative

i u, L 0 +o0 —o —o0 +o0 ?
im —
n—4w V

~

+ o0

— o0

— 0

+ o0

lim v,#0

n—+o

Cas ou

Remarques :

lim v,=0

Cas ou
n—+own

¢ « 0 en restant négative ou positive» signifie qu'il existe ny,€ N tel que pour tout >, , (v, garde un signe constant.

1 — u . . ER3
¢ Onnote 111? v, =0 pour indiquer que (v, tend vers 0 en restant positive.

« Onnote hnfw Vi =0" pour indiquer que (v,) tend vers 0 en restant négative.

Exemple :
5ﬁ+i
Soit la suite (w, | définie pour n€IN" par w, = ]
n

3) LIMITES ET COMPARAISON

Propriété :

Soit deux suites (u,) et (v,).

e Si u,<v, apartir d'un certain rang et si 11r£1 U=+ glors 11r£1 Vv, =+
n—+ow n—+ow

+ Siy, <y, apartir d'un certain rang et si lim v,=—o0 alors lim u,=—o0

n—+o n—+o

Preuve du premier point : exigible

2 - Limites de suites - cours éléve - auteur : Pierre Lux - page
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Le deuxiéme résultat se démontre de la méme fagon.

Exemple :
Soit la suite (w, | définie par w,=n —sin (n)

Propriété :

« Soit une suite (u,) croissante telle que hr?w U= L alors tous les termes de la suite (u,] sont inférieurs ou égaux a L.
n—

« Soit une suite (u,) décroissante telle que ,,lir?w un =L alors tous les termes de la suite (u,) sont supérieurs ou égaux a L.

Preuve du premier point :
Raisonnons par 'absurde :

Supposons, qu'il existe 7o€ N tel que u, > L.

Considérons alors l'intervalle ouvert centré sur L : [ = ]L —(u " L) s L+ (u, — L)[ = ]2 L—u, ;u,|.
Comme (u,,) est croissante, pour tout n>n,, u,=u, et u,& 1.
On a donc trouvé un intervalle ouvert contenant L qui ne contient pas toutes les valeurs u,, a partir d'un certain rang 7.

La supposition de départ est donc fausse et pour tout n€IN, u, < L.

Soit (u,) , (Vn) et (w,,) trois suites vérifiant a partir d’un certain rang u, <w, <V,

Si (u,) et (v,) sont deux suites convergentes de méme limite L , alors la suite (w, ) est convergente et nlir?x w,= L

4) LIMITE DE LA SUITE (¢") ou g€R

Propriété :

Soit gE€R. . . e Sig>1,alors lim ¢"=+o0
e Si-1<g<l1,alors hf? q'=0 noEe

« Sig=1,alorspourtout n, ¢"=1 etdonc M q'=1 e Sig<-1alorslasuite ¢"] est divergente
’ ’ - n—+o

Preuve du troisiéme point : exigible
« Soit a>0 . Montrons par récurrence que pour tout entier 7, (1 +a/'> 1+ na

Soit P(n) la proposition : «(1+a)'= 1+ na»
Initialisation :

Heérédité :
Supposons que la proposition P(#) soit vraie pour un entier naturel fixé n.
Onadonc: (14+a/'>1+na

Montrons que P(n+1) est vraie , c'est-a-dire que : (1+a """

>1+n+1)xa

Ona:

La proposition P(n+1) est alors vérifice.
Conclusion :

On a donc démontré par récurrence que la proposition P(n) est vraie pour tout entier »=0.
cest-a-dire que:  (I+a/'>1+na pourtoutnde N

2 - Limites de suites - cours éléve - auteur : Pierre Lux - page 3 /4 -
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« Montrons que si ¢> 1, alors lin+1 q =+

Exemple :
La suite (u,) définie par u, =2" est une suite géométrique de raison 2 supérieur a 1 ; elle est donc divergente et nlil?x Uy =
Remarque :

On en déduit facilement la limite d'un suite géométrique de terme général u,q".

Exemple :
Soit (v,) La suite définie par v,=—5X2"==5Xu, ou u,=2".
Onavu que nlll’};lw u, =+ ; on en déduit que ”lin;l00 V,=—00

5) CONVERGENCE DE SUITES MONOTONES

Définition :

+oo

« Une suite (u,) est majorée s’il existe un réel M tel que pour tout entier naturel # , on ait u, < M.
o Une suite (un) est minorée s’il existe un réel m tel que pour tout entier naturel n , on ait u,=>m,
« Unesuite (u,) est bornée si elle est 4 la fois majorée et minorée.

Comme pour les fonctions, on dit que M (respectivement m) est un majorant (respectivement minorant) de la suite.

Propriété : admise

« Toute suite croissante majorée est convergente.
« Toute suite décroissante minorée est convergente.

Remarques :
o La propriété permet de justifier qu'une suite est convergente, mais elle ne permet pas de donner la limite.

« Siune suite est majorée par M, sa limite, si elle existe, est nécessairement inférieure ou égale & M.

Propriété :

« Toute suite croissante non majorée a pour limite +oo.
o Toute suite décroissante non minorée a pour limite —oo.

Preuve du premier point : exigible

Soit (u,) une suite croissante non majorée et A4 un réel strictement positif.

On démontre d'une fagon similaire qu'une suite décroissante non minorée a pour limite —oo.

Remarque :

Une suite non majorée n'a pas nécessairement pour limite +co . Une telle suite a des termes aussi grands que I'on veut puisqu'elle n'est pas

majorée, mais elle n'a pas nécessairement ses termes aussi grands que 'on veut a partir d'un certain rang.
On peut citer comme exemple la suite (u,) définie par u,=((—1/"+1)n
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- LIMITES DE SUITES - MATH SPE chapitre 1 : I’ESSENTIEL DU COURS

Les différents cas
possibles :

Suites divergentes )

n—+o

Iim wu,=

n—+w

Cas2:

Cas3:

n—+o

Cas 4 : Aucun des trois cas ne se produit.

Suites convergentes

http://pierrelux.net

Cas1: lim #,=+% Toutintervalle de la forme ]A ; +OO[ contient toutes les valeurs u, a partir d'un certain rang.
~% Tout intervalle de la forme |—0; A[ contient toutes les valeurs u, a partir d'un certain rang.

lim u,= L oyt intervalle ouvert contenant L contient toutes les valeurs u, a partir d'un certain rang.

Opérations sur les limites :

lim u, L +o0 —®
nI+o0
lim (kxu,) (avec k>0 ) kL +o0 —
k Xun ¥+
(ol k est un réel donné) lim (kXxu,) (avec k<0 ) kL —» o
I+
lim u, L L L o —w oo
nI+o0
+ lim v, L’ +00 —o0 +00 —0 —0 Forme
Wn Y s - indéterminée
lim (u,+v,) L+L +00 - +00 - ? <
nI3+ow
lim u, L L>0 L>0 L<0 L<0 +oo oo w0 /9/ \
unx vn n-.)+oo - \
lim v, L +00 — +0 —o0 +00 — — +oo \ lim v, =0
n+0
- n n3+ o
lim (u,xv,] LXL +00 - ) +00 +00 - /+<{ ? ¥
n3+o
limu, | L L +o0 +o0 —o | —w oo | L>0 L>0 L<0 | L<0 1|/ /0
> +o0
! Ou # |0ou +oo |0ou —oo |OU —©
ﬂ lim v L’ +oo L’>0 L°<0 L’>0 L’<0 +o0 %restam Oenrestant | Oenrestant | O en restant 0
v s positive négative positive négative
n
Lo, L 0 +00 —0 -0 +00 ? 5 4o - —0 +00 v °?
lim — L
>+ V, |
Casou lim v,#0 Casou lim v,=0 : —0
P o " lim v,=0
n—+ow
Limites et comparaison : Soit deux suites (u,) et (v,
Théorémes de comparaison || e Si u, <V, a partir d'un certain rang et si hrfw U, =+% glors hr?w Vy =+
n— n—

en Pinfini (TCI) :

Théoréme des gendarmes :

n—+m

égauxa L.

égaux a L.

n

e Siy <y, apartirduncertainrangetsi lim v,=—oo alors lim u,=—o

-+

Soit (u,) , (v,) et (w,) trois suites vérifiant a partir d’un certain rang  u, <w,<v,

Si (u,) et (v,) sont deux suites convergentes de méme limite L , alors la suite (w,) est convergente et nlir?w Wa=

« Soit une suite (u,) croissante telle que ,,llr?m Uy =L alors tous les termes de la suite (1, sont inférieurs ou

« Soit une suite (u,) décroissante telle que nliTw Uy =L alors tous les termes de la suite (u,) sont supérieurs ou

L.

Limites d’une suite
géométrique :

Soit g€ R.
On en déduit facilement la

limite d'un suite géométrique
de terme général u,q".

e Si—l<g<1,alors nlif?w q"=0

e Sig=1,alors pourtout n, g"=1 et donc nlir?w q'=1

e Si—l<g<1,alors nlif?m q"=0

Si g=1, alors pour tout n , ¢"=1 et donc nlif?w q'=1

Convergence de suites
monotones :

« Toute suite croissante majorée est convergente.
« Toute suite décroissante minorée est convergente.

« Toute suite croissante non majorée a pour limite +oo.
« Toute suite décroissante non minorée a pour limite —oo.

ATTENTION :

La propriété permet de justifier
qu'une suite est convergente,
mais elle ne permet pas de

donner la limite.
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1 : Raisonnement par récurrence - Suites numériques

Raisonnement par récurrence
Ex 1-1 : Vrai ou faux

1) Si une propriété est héréditaire, alors elle est vraie pour tout entier
naturel n .

2) Si une propriété est vraie pour n=0 et est héréditaire, alors elle est
vraie pour n=1 .

3) Si une propriété est vraie pour n=1 et est héréditaire, alors elle est
vraie pour n=0 .

4) Si une propriété est vraie pour n=0 et n=1, alors elle est héréditaire.

5) Si une propriété est vraie pour n=5 et héréditaire a partir de n=3,
alors elle est vraie pour tout n supérieur ou égal a 3.

6) Si une propriété est vraie pour n=5 et héréditaire a partir de n=3,
alors elle est vraie pour tout n supérieur ou égal a 5.

7) Si une propriété est vraie pour n=3 et héréditaire
a partir de n=5, alors elle est vraie pour tout n supérieur ou égal a 3.

8) Si une propriété est vraie pour n=3 et héréditaire a partirde n=5,
alors elle est vraie pour tout n supérieur ou égal a 5.

Ex1-2:

Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel 1 non nul,

n

> (2k—1)=n"

k=1

. exercices - page 1 corrections : http:/pierrelux.net

Ex1-3:

Soit f une fonction définie sur un intervalle I telle que
pourtout X€I ,ona f(x)EI.

(Un) est une suite définie par U,EI et, telle que pour tout entier
naturel n , Un,,l:f(un) .

1) Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, u,€l .
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1 : Raisonnement par récurrence - Suites numériques : exercices - page 2

2) On suppose que [ est croissante sur L. Discuter, suivant les valeurs de
u, et U, dusens de variation de la suite (Un) .

3) Que peut-on dire du sens de variation de la suite [u,,) lorsque [ est
décroissante sur I ?

Comportement global d'une suite
Ex 1-4 : Vrai ou faux

1) Une suite est toujours soit croissante, soit décroissante.
2 ) Une suite peut étre a la fois croissante et décroissante.
3)Si [u,) est décroissante, alors Uy>u,>u,>u,>u,
4)Si uy=zu,=2u,=u;=u,  alors (Un) est décroissante.

5) Si (un) est de signe constant, alors (U,.) est monotone.

6) Si pour tout entier n, 0<u,<4  alors:
a) (un) est minorée par 4 .
b) (lln) est minorée par 0,
c) (un) est minorée par 1.
d) 5 est un majorant de (u,,)
e) (un) est bornée.
f) (Un) admet une infinité de majorants.

corrections : http:/pierrelux.net

7)) Une suite est toujours soit minorée, soit majorée.

8) Un majorant d'une suite est toujours un terme de la suite.
9 ) Une suite croissante est toujours minorée.

10 ) Une suite minorée est toujours croissante.

11 ) Une suite croissante n'est pas majorée.

1
12) Si pour tout entier naturel n , e <u,<n+1

a) (Ll,,) est minorée.
b) (Un) est majorée.
c) (u,) est monotone.

13) Soit une suite (u,| etlafonction f telle que pour tout n€N,
w=fin)
a)Si
b) Si
c)Si
d)si

(u,) est croissante, alors f est croissante sur R” .
f estcroissante sur IR", alors (u,) est croissante.
f estbornée sur R™,alors (u,) estbornée.

(un) est bornée, alors f est bornée sur R .

14 ) Une suite décroissante peut avoir une limite égale a 100.

15) On peut déterminer le signe de la dérivée d'une suite (u,,) pour

déterminer les variations de (un) .

Ex 1-5 : Déterminer u,,, en fonctionde u,

Dans chaque cas, déterminer une formule de récurrence de la suite.
1) Chaque terme est égal au triple du terme précédent.

2 ) La somme de deux termes consécutifs est toujours égal a 5.

3) Chaque terme est une augmentation de 20 % du terme précédent.

_3x+5
4x+1

4) u,,=f(u,) ou f(x)

5) u=7"

6) u,=2n->5
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1 : Raisonnement par récurrence - Suites numériques : exercices - page 3

7) u,=1X2X3X...Xn

8) u,=

10) u,=1, u,=5, u,=21 , uy;=85 ...

Ex 1-6 : Etudier la monotonie

Dans chaque cas, étudier la monotonie de la suite (un) .

1) u,=1 et u,,,=u,+n2—3n+5

1 n
2) u,= HX(E)

3) u,=1"+2*+...+n’

4) u,=5 et u,,,=u,—2n

5) u,=1X2X3X...Xn

6) u=""
3"

7) u,=n’—12n*+45n

corrections : http:/pierrelux.net

(Aide : étudier une fonction)
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1 : Raisonnement par récurrence - Suites numeériques : exercices - page 4

n2—

2

8) u,=
n“+1

(Aide : étudier une fonction)

Ex 1-7 : Suites bornées
Dans chacun des cas, indiquer si la suite est minorée, majorée ou bornée.

2 n
1) un—4(§)—1

—1"
2) un—( ) +4
5
2
3) u,= ?
n+2

4) u,=3—4sin(5n)

1
6) u,=1—4/4—— (pour n>1)
n

7) un=(1—£)(3—i) (pour n>1)
n n

corrections : http:/pierrelux.net
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1 : Raisonnement par récurrence - Suites numériques

Limites de suites : les différents cas possibles

Ex 1-8 : Vrai ou faux

1) SiTintervalle ]2,999;3,001] contient tous les termes de la suite (U, a
lim u,=3

n->+ow

partir d'un certain rang alors

2) S'il existe un intervalle ouvert ne contenant pas une infinité de terme de
la suite (Un) , alors (Un) ne converge pas vers L.

3) Si tout intervalle de la forme JA;+o[ ol AER , contient au moins un

terme U, avec n=100 | alors (Uy.) tend vers + © .

4) Si tout intervalle de la forme |—o0; B ,ou BER | contient tous les
termes de la suite (Un) pour n=100 | alors (Un) tend vers —® .

5)Si (Un] prend un nombre fini de valeurs, alors (Un] converge.

6 ) Une suite peut avoir plusieurs limites.

7 ) Si une suite ne converge pas, alors sa limite est + ® ou- ®© .

Ex 1-9 : Logique
1) Soit la proposition (P1) : « toute suite qui tend vers —%® est majorée »
a) (P1) est-elle vraie ?

b ) La réciproque de (P1) est-elle vraie ?

. exercices - page 5 corrections : http:/pierrelux.net

2) Soit la proposition (P2) : « toute suite qui tend vers + ® n'est pas
majorée »
a) (P2) est-elle vraie ?

b ) La réciproque de (P2) est-elle vraie ?

Ex 1-10 : Suite positive a partir d'un certain rang

Montrer que toute suite qui converge vers 0,1 est strictement positive a
partir d'un certain rang.

Opérations sur les limites

Ex 1-11 : Utiliser les opérations sur les limites

Etudier dans chaque cas la convergence de la suite (U n) .

1) u=—2n+"
n

2) u,=300—n’y2

(%)

3) un:(2+%)(5 ,ni)
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1

4y ="
) 2n+1)(—n2-9)
_ n+2
5) "1
——=-3
Vn
2+;
6) Ui n
" 2
SRy
n
L= 5n’
7) "

oot

I’l5 112
1) u="-""
) u}’l 2

5 —¢C

1 3 2 1
2) u,=—n*=2n+5n"——
) n 2 4

Ex 1-12 : Lever une indétermination

corrections : http:/pierrelux.net

Etudier dans chaque cas la convergence de la suite (U n) .
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— 9—n? 7) un=Vn+1—\/ﬁ
) =) 20+

Ex 1-13 : Trouver des suites

1) Dans chacun des cas suivant trouver deux suites U et vV ayant pour

limite + ®© telles que :

5) u,=Vn-n a) Hm (v =+

b ) lim (Un_V"):—OO

n=+w

I
-

) lim (u,—v,)

n-+omn

d) u—v n'apas de limite.

<
I

6) u,=
) =

2 ) Dans chacun des cas suivant trouver deux suites u et v vérifiant
lim u,=+o0 ot lim v,=0

n=+m n=+omn

, telles que :

a) lim (u,v,)=+o0

n=+w

b) lim (u,v,)=0

n=+m

y lim (u,v,)=1

n-+m
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d) uv n'apas de limite.

Ex 1-14 : Raisonnement par l'absurde

Soit (u,) et (v,] deux suites définies sur IN . On suppose que (un) est
convergente et (VH) est divergente . Soit (W,,) la suite définie par
W, =U,+V, .

1) Montrer que la suite (W,,) est divergente.

n 1
2) Soit [u,] la suite définie sur IN par u,=(~—1] Yol

Démontrer que (un) est divergente.

Limites et comparaison

Ex 1-15 : Théoréme de comparaison ou d'encadrement

Etudier dans chaque cas la convergence de la suite (Un) .

1 u_BSin(n)
) W=
3+(—1)"
2) u=—7——
) n*+vn

3) u,=3(-1/+n

_ 5n+(—1""

5) U 2n+(-1)

6) u,=—3 n3+3cos(l)
n

corrections : http:/pierrelux.net
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Ex 1-16 : Avec la fonction exponentielle

1
On considere la suite (Un) définie par uO:E et, pour tout entier naturel

u,

€
n+2
1) Montrer que, pour tout entier naturel n,ona 0<u,<1

n, Upi =

- . e
2 ) En déduire que, pour tout entier naturel n, 0< U,,HSE

3 ) Montrer que la suite (un) converge.

Ex 1-17 : Séries

1) Soit (un) la suite définie sur IN" par unzz 5
k=1 n“+k

n

a ) Montrer que pour tout entier naturel n€N ,
2 2
To<y<
n"+n n°+1

b ) Déterminer la limite de la suite (un) .

1
n+k

2) Soit (v,) lasuite définie sur IN" par v,=,
k=1

:

NS

a) Montrer que pour tout entier naturel nelN”", v, >

b ) Déterminer la limite de la suite (V,,) .

corrections : http:/pierrelux.net
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Limite d'une suite géométrique

Ex1-18:

Etudier dans chaque cas la convergence de la suite (un) .

s . 1
1) (u,) estune suite arithmétique de raison R

2) u,=1,00001"

11\
3) Lln—3+(§)

1\" (11}
>) (7) +(§)

en_4n
8) u,=—
4"-1
9) 2n+1+52n
u,= n—
52 3

Ex 1-19 : Nombre rationnel
1) Soit (u,) la suite définie sur IN" par u,=3,777777 ... (n chiffres 7)

u,=3,7 | u,=3,77 ...

Montrer que la limite de (Un) est un nombre rationnel.
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2 ) Montrer que 2,47474747... est un nombre rationnel.

2 ) Montrer que (un) est décroissante.

Convergence de suites monotones

Ex 1-20 : Vrai ou faux

1) Si (U,,) converge vers L et si pour tout entier naturel n, 4,>2  alors
L>2.

2)Si (U,.) est une suite positive telle que, pour tout entier naturel n , 3) En déduire que (u“) est convergente et déterminer sa limite.

u,<n  alors la suite (Un) converge.

3) Toute suite croissante et non majorée tend vers + ® .

4 ) Toute suite croissante et minorée est convergente.

5 ) Toute suite qui tend vers + ® est croissante a partir d'un certain rang.

6 ) Toute suite décroissante et minorée par 0 a pour limite 0.

7 ) Toute suite convergente est monotone.

8) Toute suite qui converge vers 0 est soit croissante et négative, soit

décroissante et positive. Ex 1-22 : Etudier une suite décroissante non minorée

(un) est la suite définie par u,=2 et, pour tout entier naturel

- _ 2
Ex 1-21 : Ftudier une suite monotone minorée n, “n+1—_(“n) +u,—1.
(u ,,) est la suite définie par u,=10 et, pour tout entier naturel n, 1) Montrer que (u,) est décroissante.
2
U= Up+3 .

1) Montrer que la suite est minorée par 5.
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2 ) Montrer que (un) n'est pas minorée. (raisonnement par 1'absurde)

1
b ) Montrer que, pour tout entier naturel n, 0<u,—4 <§

3) En déduire la limite de la suite (u,,) .

Ex1-23:

(u ,,) est la suite définie par u,=5 et, pour tout entier naturel n,
Upyy= \/m .

1) Etude de la convergence de (u,) .

a ) Montrer que , pour tout entier naturel n, u,=>4 .

¢) En déduire la limite de (u,) .

b ) Montrer que (u,) est décroissante.

Ex1-24:
On consideére la suite (u,,) définie sur IN" par u,=n!.

1) Montrer que (un) est croissante.

¢ ) Que peut-on déduire des questions précédentes ?

2 ) Monter que (Ll,.) n'est pas majorée.
2 ) Détermination de la limite de (u,,) .

a ) Montrer que, pour tout entier naturel n, u,,,—4< (un—4)

@ |~

3) En déduire la limite de (u,) .
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Algorithme — Python

Ex 1-25 : Méthode de Newton-Raphson

@ python
1) Introduction :

Dans un repére orthonormé (O; i, 77 , on considere la fonction f

définie par f(x)=x’+x—3 et sa courbe représentative C, représentée ci-
dessous.

-1

On constate que C; coupe l'axe des abscisses en un unique point

d'abscisse o dont nous allons déterminer une valeur approchée.

a ) Tracer la tangente TX” acC ¢ au point d'abscisse x, = E .
T,, coupe I'axe des abscisses en un unique point A .

Déterminer 'abscisse x, de A.

b) Tracer la tangente T, a C, au point dabscisse x, . T, coupe l'axe

des abscisses en un unique point B d'abscisse x, . Que dire de x, ?

2 ) Mise en place de l'algorithme :

Revenons sur le cas général.

Soit f une fonction dérivable sur R telle que f(x)=0 admette une
unique solution o sur R et telle que la dérivée ne s’annule pas.
Onnote C; sa courbe représentative et X, un réel.

a ) Déterminer I'équation de la tangente T, a C, au point d'abscisse x; .

b ) Démontrer que l'abscisse x; du point d'intersection A, de T, avec
f (Xo)
f'(x)

l'axe des abscisses vaut x; =x,—

. exercices - page 13 corrections : http:/pierrelux.net
On peut alors répéter ce procédé en remplacant x, par la nouvelle
abscisse x, , et ainsi obtenir la suite (x,) desréels x,, x,, X; ...de

plus en plus proche de o .

) On s'intéresse a nouveau a la fonction f définie par f(x) =x’+x-3.
Compléter les pointillés dans le programme suivant écrit en Python pour
qu'il affiche les valeurs lasuite (X,] jusqu’a n=10

Isaac Newton

1 |from math import *

N=int(input("N="))
x_0=float(input("x_0="))

def f(x):
return (c......oooooeen )

OO U WN

9 |def f_prime(x):

10 return (c......oooooeennn. )
11
12
13
14
15
16
17
18

def MethodeNewton(x_0, N):

X=oiiiiii,
fOF 1 in range( .................. ): Portrait d'lsaac Newton zigs:;gie ans par Godfrey Kneller
X.APPeNA(. ..ot )

return x

print(MethodeNewton(x_0,N))

Tester ce programme pour différente valeur de X, . Que constatez-vous ?

d ) On se propose maintenant pour éviter les calculs inutiles de stopper le
programme quand la différence entre deux termes consécutifs de la suite
est inférieure a une précision p.

Pour cela, compléter les pointillés dans le programme ci-dessous :

1 |from math import *

2

3 | x_0=float(input("x_0="))

4 | p=float(input("p="))

5

6 |def f(x):

7 return (c.......ooooeenen )

8

9 |def f_prime(x):

10 return (...........o..... )

11

12 | def MethodeNewton(x_0,p):

13 DG

14 =

15 x.append(x[0] - f(x[0])/f_prime(x[0]))
16 while (... >p)
17 =

18 X.append(.........oooiiiiiii )
19 return x

20

21 | print(MethodeNewton(x_0,p))

3) Application :
Déterminer les fonctions a utiliser pour déterminer avec ce programme
des valeurs approchées a 107'° prés : (puis donner ces valeurs approchées)

-de 7w
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-de e

-de V2

- du nombre d’or LZ\B (solution de x*=x+1 )

Attention :

Dans le cas ou I’équation f(x)=0 admet plusieurs solutions, il faut choisir
une valeur de X, proche de la solution attendue, afin que I’algorithme
converge bien vers cette solution . Il faut aussi tout faire pour que la
dérivée ne s’annule pas ...

Testez le programme MethodeNewton.py (ouvrir le fichier texte et le
copier dans EduPython ) afin de visualiser la méthode de Newton.

EN ROUTE VERS LE BAC

; . @ python
Ex 1-26 : Baccalauréat S Amérique du Sud nov 2019 — Ex 1-4

Récurrence - variations - limites - suite géométrique - Algorithme de seuil

10
- ’ o . Un+ v
On considére la suite (u,) définie pour tout entier n = 0 par : et u, +4
Uy =: By
PartieA:
1. Déterminer la valeur exacte de u; et de ua.

[

Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, uy = 1.

: (1= up) (4 +2)
3. Démontrer que, pour tout entier nature n, lp4+) — Uy = ————m—.

Un+4
4. En déduire le sens de variation de la suite (u,,)
5. Justifier que la suite (u,) converge.
PartieB :
Un —1
On considére la suite (v,) définie pour tout entier naturel n par v, = 2 =
Uy +

1. a. Démontrer que (1) est une suite géométrique dont on déterminera la raison et le
premier terme vy.
b. Exprimer v, en fonction de n.
En déduire que pour tout entier naturel n, vy # 1.
R 2up+1
2. Démontrer que pour tout entier naturel n, uy = 1_—1)"

3. Endéduire la limite de la suite (u,).

PartieC:
u—>5
On considére I'algorithme ci-contre. n+—0
g I @ Tant que u > 1,01
1. Aprés exécution de 'algorithme, quelle valeur est contenue e il
dans la variable n? 10
U—3-—
2, Alaide des parties A et B, interpréter cette valeur. N u+4
Fin du Tant que

3 . Traduire cet algorithme en Python

corrections : http:/pierrelux.net
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Ex 1-27 : Baccalauréat S Nouvelle Calédonie mars 2019 — Ex 1-4

Récurrence - variations - limites - suite géométrique - Tableur - Algorithme de seuil
@ python’

On considére la suite (u,) a valeurs réelles définie par 1 = 1 et, pour tout entier naturel n,

Un
Un+8

Ups) =

Partie A : Conjectures

Les premiéres valeurs de la suite (u,,) ont été calculées al'aide d'un tableur dont voici une capture
d’écran:

A B
1 n lin
2 0 1
3 i | 0,11111111
4 2z 0,013698 63
5 3 0,001 709 4
6 4 0,000213 63
o 5 2,6703E-05
8 6 3,3379E-06
9 7 4,1723E-07
10 8 5,2154E-08
11 9 6,5193E-09
12 | 10 8,149 1E-10

1. Quelle formule peut-on entrer dans la cellule B3 et copier vers le bas pour obtenir les va-
leurs des premiers termes de la suite (u,)?

2. Quelle conjecture peut-on faire sur les variations de la suite (u,)?
3. Quelle conjecture peut-on faire sur la limite de la suite (1,)?

4. Ecrire un algorithme calculant .

Partie B : Etude générale

1. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, up > 0.
2. Frudier les variations de la suite (1)
3. La suite (u,) est-elle convergente? Justifier.

Partie C : Recherche d'une expression du terme général
On définit la suite (v4) en posant, pour tout entier naturel n,

&
Up=1+—,
Up

1. Démontrer que la suite (¢,) est une suite géométrique de raison 8 dont on déterminera le
premier terme,
2. Justifier que, pour tout entier naturel n,
Up = gn+l 1"
3. Déterminer la limite de la suite (i)

-

. On cherche dans cette question le plus petit entier naturel ng tel que, pour tout entier na-
turel n supérieur ou égal & ng, 1, < 10718,

a. Justifier I’existence de "o

b. Ecrire en Python un algorithme permettant de trouver 7, , puis déterminer 7, .

. exercices - page 15

corrections : http:/pierrelux.net
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Ex 1-28 : Baccalauréat S Métropole sept 2018 — Ex 1-4

Récurrence - variations - limites — théoréme de convergence — Calculatrice - Algorithme de

@ python

seuil

On considére la fonction f définie sur B par:
1 3
AL g
fix) 2 X+ =

Soit @ un réel positif.
On définit la suite (u,) par ug = a et, pour tout entier naturel 1 : tp+1 = f (Un).

Le but de cet exercice est d'étudier le comportement de la suite (1) lorsque n tend vers +og,
suivant différentes valeurs de son premier terme 1y = a.

1. ATlaide de la calculatrice, conjecturer le comportement de la suite (u,) lorsque n tend vers
+oo, pour a = 2,9 puis pour a=3,1.
2. Dans cette question, on suppose que la suite (u,) converge vers un réel £.
1 3 4 o
a. Enremarquant que i1 = o ui —Up+ 3 montrer que £ = ziz -+ 5

b. Montrer que les valeurs possibles de £ sont 1 et 3.

3. Dans cette question, on prend a = 2,9.
a. Montrer que f est croissante sur l'intervalle [1 ; +ool.
b. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,ona:1 < up+) < up.
¢. Montrer que (u,) converge et déterminer sa limite.

4. Dans cette question, on prend a = 3,1 et on admet que la suite (u,) est croissante.
a. Al'aide des questions précédentes monirer que la suite (u,) n'est pas majorée.

b. En déduire le comportement de la suite (u,) lorsque n tend vers +co.

c. Ecrire en Python un algorithme permettant de trouver le plus petit entier 7 , tel

6 . . :
que u,>10" | puis déterminer 7, .

corrections : http:/pierrelux.net
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Ex 1-29 : Baccalauréat S Métropole sept 2019 — Ex 1-4

Récurrence - variations - limites — théoréme des gendarmes — représentation graphique

Soit f la fonction définie sur I'intervalle [0; 4] par

PartieA

On consideére la suite (i,) définie par :

ug = 3 et pour tout entier naturel n, up+1 = f(un).

On admet que cette suite est bien définie.

1. Calculer ;.
2. Montrer que la fonction f est croissante sur l'intervalle [0; 4],

3. Montrer que pour tout entier naturel n,

1€ Upsy S U €3

4. a. Montrer que la suite (u,) est convergente.
b. On appelle ¢ la limite de la suite (u,); montrer I'égalité :

{,=2+3[
4+

Partie B

On considére la suite (vy,) définie par:

v = 0,1 et pour tout entier naturel n, vy, = f(v,).

1. On donne en Annexe, 4 rendre avec la copie, la courbe représentative, ‘6’f, de la fonction f et
la droite D d'équation y = x.

Placer sur I'axe des abscisses par construction géoméirique les termes vy, v, et v sur I'annexe,
arendre avec la copie.

Quelle conjecture peut-on formuler sur le sens de variation et le comportement de la suite (v,)
quand n tend vers I'infini?

2. a. Montrer que pour tout entier naturel n,

2
-ty = [—)(1 = Vn).
4+ vy
b. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n,

1"
ﬂsl—vnitzl .

3. La suite (v,) converge-t-elle? Si oui, préciser sa limite,

€

07 4+

. exercices - page 17
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Chapitre 2 -DENOMBREMENT

1) PRINCIPE ADDITIF

Définition :

Soit A un ensemble fini . Le nombre d'éléments de A s'appelle le cardinal de A et est noté Card(A).

Propriété : admise

Rappel :
Si Ay, A, ,..., A, sont n ensembles deux a deux disjoints, alors :

Si ANB=# , on dit que les
Card( Ay U A, U ..U A,))= ensembles A et B sont disjoints.

Remarque : Si des ensembles forment une partition d’un autre ensemble, ils sont alors deux a deux disjoints.
Ainsi, si A est une partie d’un ensemble E, alors card( A )=

Exemple : Combien y a-t-il de carrés sur la figure ci-contre?

On note E I’ensemble de tous ces carréset A, , A, |, A, | A, respectivement

I’ensemble de ces carrés ayant pour cotés 1, 2, 3 et 4 carreaux.

Les sous-ensembles A, A, , A; | A, constituent une partition de E (puisqu’ils n’ont pas d’éléments
en commun et que leur réunion est égale a E).

D’apreés le principe additif, on a :

Remarque : Si A et B sont quelconques (c’est-a-dire pas nécessairement disjoints), alors :
Card(A U B) =

2) PRODUIT CARTESIEN

Définition :

Ce qui consiste a distribuer tous les éléments de A par

Soit A et B deux ensembles finis et non vides. \ 14
rapport a chaque élément de B.

Le produit cartésien de A par B noté A X B est I'ensemble des couples (x; y)
formés d'un élément x de A suivi d'un élément y de B.

. X ) scrire : A X B= [(x;y), x€Aet yEB]
On définit de la méme fagon le produit cartésien de 3,4, ..., n ensembles. On peut écrire vy ety€b)

Exemple : Soit A=[1;2;3| et B=(a;b] .

Ona AXB=

Remarques :

o AXB#BXA :[l’ordre d’un produit cartésien est important

e Si A=0 ou B=4#, alors
o Le produit d'un ensemble infini par un ensemble infini est infini. ( RXIR=IR?> représente l'ensemble de tous les couples de nombres réels )

Définition :

Soit A est un ensemble fini et non vide et & est un entier naturel non nul.

Onnote: A*=AXAX...XA (k facteurs)

Les coordonnées dans le plan ou dans I'espace offrent
Les éléments de A* sont des couples, des triplets, des quadruplets ... de bons exemples d'emploi.

De fagon générale, on parle de k-uplet (ou k-listes) ordonnés.

2 - Dénombrement - cours éléve - auteur : Pierre Lux - page 1/4
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Exemple : On dispose de trois dés tétraédriques (un bleu, un rouge, un jaune) dont les faces sont marquées de 1 a 4.

On jette les trois dés et on note dans 'ordre le résultat obtenu sur le dé bleu, puis rouge, puis jaune.

Si A=[1;2;3;4] alors, A’ estl'ensemble de tous les résultats possibles.

3) PRINCIPE MULTIPLICATIF

Propriétés :

Si Card (A)= 7 , alors card( A" )=n" .

o Soit A un ensemble fini et non vide et £ un entier naturel non nul.

« Soit A et B deux ensembles finis et non vides . On a alors Card(A X B)=Card(A) X Card(B) . Résultat immédiat en utilisant la

distributivité

Exemple : On reprend ’exemple précédent . Card( A° ) =

1l y a donc 64 résultats possibles pour I'expérience envisagée.

Dans la pratique, ce principe s’applique souvent en utilisant un schéma a cases :

Si une situation comporte k étapes offrant respectivement 7, , 1, , ..

, N, possibilités alors le nombre total d'issues est : 7; X n, ... X n

Exemple : Un code comporte deux lettres distinctes suivies d'un chiffre non nul. Combien peut-on former de codes distincts ?

D’apreés le principe multiplicatif, on a :

Lettre 1

Lettre 2

Chiffre

Nombres de possibilités

Exemple : Nombre de parties d’un ensemble a n éléments ( Exemple a connaitre )

Soit A un ensemble tel que card(A)= n . Combien de parties différentes contient A ?

11 suffit pour chaque ¢lément de se poser la question appartient-il ( noté 1 ) ounon ( noté 0 ) a la partie choisie.

D’apres le principe multiplicatif, on a :

Elément 1

Elément 2

Elément n

Nombres de possibilités

4) ARRANGEMENTS ET PERMUTATIONS

Définition :

Soit un ensemble A de cardinal n et un entier k<n .

Un arrangement de k éléments choisis parmi n est un & -uplet d'éléments distincts de A.

Exemple : Soit un ensemble A=[1;2;3;4;5;6]

un arrangement de 3 éléments de A sera par exemple

(1;4;4)n'est pas un arrangement, c'est un 3-uplet (un triplet) dont les éléments qui le composent ne sont pas distincts.

Propriété :

Soit un ensemble A de cardinal »n et un entier k<n .

Onlenote A .

Le nombre d'arrangements de k éléments de A est : nX(n—l)X .. X (}’l—k"'l ) . A: est le produit de k entiers consécutifs

décroissant a partir de 7 .

Preuve :

Ce résultat se montre facilement avec un schéma a cases :

D’apres le principe multiplicatif, on a :

Elément 1

Elément 2

Elément &

Nombres de possibilités

Exemple :

2 - Dénombrement - cours éléve - auteur : Pierre Lux - page 2/4
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Remarque : On utilise les arrangements en cas de choix successifs de p éléments pris parmi 7 , sans répétition.

Définition :

Soit un ensemble A de cardinal 7.
Une permutation de A est un arrangement de E ayant n éléments.

Exemple : Soit un ensemble A=[1;2;3;4;5;6]

Définition :

Onnote n! (lire « factorielle n» ) le produit des 7 premiers entiers naturels non nuls. s

n

Onaalors A
Par convention, on pose 0!=1 .

Propriété :

Soit un ensemble A de cardinal n. Immédiat, car une permutation est un
Le nombre de permutations de A est n! . arrangement de A ayant 7 éléments.

Remargque : On utilise les permutations dans les cas ou on veut ordonner tous les ¢1éments d'un ensemble sans répétition.

5) COMBINAISONS

Définition :

Soit A un ensemble de cardinal n.
Une partiea k éléments de A est une combinaison de & éléments de A.

Exemple : Soit un ensemble A=(1;2;3;4;5;6]

Remarque : Le fait d’utiliser des accolades signifie que l'ordre d'écriture n'est pas important.

I

Propriété :

Soit un ensemble A de cardinal n et un entier k<n . (n

X(n—1)X...X(n—k+1 ! k
Le nombre de combinaisons de £ éléments de A est : nx{n—1) i n—k ]:(n:;c]'k'

se lit “ k parmi n ™.

On l'appelle coefficient binomial .
On le note (Z) ( notation que nous utiliserons ) ou parfois Ct PP

n -

Preuve :

Dénombrons les arrangements de & éléments d'un ensemble fini A de cardinal 7 .
Un arrangement est caractérisé par :

- Le choix d'une partie de A a & éléments (il y a choix de telles parties)

n
k
- La fagon d'ordonner les & éléments de la partie choisie (il y a k! fagons)

Ak
T

On en déduit que : Aizk!(Z) = (Z)

Exemple : Soit un ensemble A=[1;2;3;4;5;6/

2 - Dénombrement - cours éléve - auteur : Pierre Lux - page 3/4
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Remarque : [’ensemble des parties d’un ensemble A a n éléments est constitué des parties a 0 élément, 1 ¢lément, 2 éléments, ..., n éléments.

n
Ainsi le nombre de parties de A est Z (n ) . Or nous avons déja vu que le nombre de parties de A est 2" .

k=0
n

On en déduit que Z (Z) =2"

k=0
Propriétés :

« Pour tout entier naturel n, et pour tout entier £ tel que 0 <k <n ,ona: ( k)_

e Deplus,sin=letl<k<n—1 ,alors: (Z:i)z(’;)-'_(k’il)

Preuve : deuxieme point exigible

Pour chacune de ces propriétés, deux démonstrations sont proposées : une démonstration par le calcul et une démonstration par une méthode
combinatoire.

. Démonstration par une méthode combinatoire :

(Z) représente le nombre parties de & éléments d'un ensemble A & n éléments.

Or, a chaque partie on peut associer de fagon unique une autre partie : son complémentaire.
Et le complémentaire d'une partie & k éléments comporte n—k éléments.

Donc dénombrer les parties & £ ¢éléments revient & dénombrer les parties complémentaires & n—k éléments etil y en a (n ﬁ k) .

Démonstration par le calcul : (n ﬁ k) =

. Démonstration par une méthode combinatoire :

Soit A un ensemble a n+1 éléments avec n=>1
Soit @ un élément fixé de A. Remarquons que les parties a k+1 éléments de A se partagent en deux catégories :

- celles ne contenant pas a (ily en ), car fabriquer une telle partie revient a choisir A+1 éléments parmi 7 .

- celles contenant a (ilyena ), car fabriquer une telle partie revient a choisir k& éléments parmi 7 .

Or ces deux catégories constituent une partition de I’ensemble des parties a & éléments de A.
D’apres le principe additif, on a donc :
Démonstration par le calcul :
)
k) \k+1

TRIANGLE DE PASCAL

La deuxiéme formule permet de calculer les nombres (Z) de proche en proche en formant le tableau suivant appelé triangle de Pascal .

“ 0 1 2 3 4 5 6 . (Z) n’est défini que pour k& <# ; on ne remplit donc pas les cases situées
n .
0 1 au-dessus de la diagonale.
1 1 1 « Tous les nombres de la diagonale sont obtenus en utilisant le résultat
2 1 2 1 « Tous les nombres de la premiére colonne sont obtenus en utilisant la
3 1 3 + 3 1 formule
4 1 4 6 4 1 « Tous les autres nombres sont obtenus en utilisant le résultat :
5 1 5 10 10 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1 « Tout nombre du tableau est la somme du nombre placé au-dessus de lui et du

nombre précédant ce dernier dans le tableau »

2 - Dénombrement - cours éléve - auteur : Pierre Lux - page 4/4
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- DENOMBREMENT - MATH spF; chapitre 2 : I’ESSENTIEL DU COURS

Cardinal de A :

Principe additif :

http://pierrelux.net

Soit A un ensemble fini . Le nombre d'éléments de A s'appelle le cardinal de A et est noté¢ Card(A).

Si A, A, ..., A, sont n ensembles deux a deux disjoints, alors : Si ANB=4# ,ondit
que les ensembles A et B

sont disjoints.

Card( A, U A, U ....U A,)=card( A, )*Card( A, )+...... +Card( A,).

Si A et B ne sont pas disjoints, alors : Card(A U B) = Card(A) + Card(B) - Card (A N B). )
AXB=|(x;y),x€Aet yeB|

Produit cartésien :
Attention : AXB#BXA
k-uplet :

IRXIR=IR? représente I'ensemble
de tous les couples de nombres réels

Soit A et B deux ensembles finis et non vides.
Le produit cartésien de A par B not¢é A X B est l'ensemble des couples (x;y) formés d'un élément x de A
suivi d'un élément y de B. On définit de la méme fagon le produit cartésien de 3,4, ..., n ensembles.

Soit A est un ensemble fini et non vide et £ est un entier naturel non nul.
Onnote: A*=AXAX...XxA (k facteurs)

Si une situation comporte k& étapes

offrant respectivement n, , n, ,.., n,
possibilités alors le nombre total d'issues

Les éléments de A* sont des couples, des triplets, des quadruplets ... .
est: n, X n, ... X n

De fagon générale, on parle de k-uplet (ou k-listes) ordonnés.

Principe multiplicatif :

Dans la pratique :

Ce principe s’applique souvent en
utilisant un schéma a cases :

o Soit A et B deux ensembles finis et non vides . On a alors Card(A X B)=Card(A) X Card(B).
« Soit A un ensemble fini et non vide et kX un entier naturel non nul.
Si Card (A)= n , alors card( A* )=n" .

Un code comporte deux lettres distinctes suivies d'un chiffre non nul. Combien peut-on former de codes distincts ?

Exemple :

D’aprés le principe multiplicatif, on a :

Chiffre

Lettre 1 Lettre 2

n utilise les arrangements en
Nombres de possibilités On utilise les arrangements en cas de

26 25 9 26X25X9=5850

choix successifs de p éléments pris

parmi n , sans répétition.

Arrangements :

Soit un ensemble A de cardinal 7 et un entier k<n .
Un arrangement de k éléments choisis parmi r est un & -uplet d'éléments distincts de A.

—.k)' . Onlenote A .

On utilise les permutations dans les cas

ou on veut ordonner tous les éléments

Factorielle : Onnote n! (lire factorielle n« » ) le produit des 7 premiers entiers naturels non nuls.
Par convention, on pose 0!=1 .
Af I Le nombre d'arrangements de & élémentsde Aest: nx(n—1)X ... X (n—k+1)= {pyan
. Une permutation de A est un arrangement de E ayant n éléments.
Permutation : . |
Le nombre de permutations de A est n! .
Combinaisons : Soit A un ensemble de cardinal n.

Coefficient binomial : (Z)

se lit ““ k parmi n ”

d'un ensemble sans répétition.
Une partie a k éléments de A est une combinaison de k éléments de A.
nX(n—1)%...X(n—k+1) n!

Le nombre de combinaisons de & éléments de A est : o = —yx

On le note (Z) ( notation que nous utiliserons ) ou parfois Cf .

Coefficients binomiaux :

Triangle de Pascal :

Avec une Ti-nspire

Menu>Probabilités>Combinaisons

nCr(6,2) =15 ——

« Pour tout entier naturel #, et pour tout entier k£ tel que 0 <k <n,ona: (Z): (n f k)

e Deplus,si n=>1et1<k<n—1 ,alors: (n+]):(")+( " )

kel f kel (k) n’est défini que
n
k| 0 1 2 3 4 5 6
.,\ / pour k<n ;onne
0 1 / remplit donc pas les
Tous les nombres N T cases situées au-dessus
de la premiére de la diagonale.
1 2 1
colonne sont z
obtenus en utilisant 3 1 3P+ 3 1 Tous les nombres de la
la formule |”|= = diagonale sont obtenus en
0 4 1 4 6 4 1 c ) "
utilisant le résultat =1
e e 1 5 | 10| s 1
6 1 6 15 | 20 | 15 | 6 1
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Principe additif
Ex 2-1: Livres de mathématiques

1) Amine a dans sa bibliotheque 50 livres de mathématiques en frangais et
40 livres de mathématiques en anglais (et aucun dans une autre langue).

Combien de livres de mathématiques Amine peut-il choisir ?

Ex 2-4 : Garde robe

2) Zineb posséde 30 livres de mathématiques en frangais. Une femme a dans sa garde-robe 5 jupes, 6 chemisiers et 3 vestes.

Déterminer le nombre n de livres mathématiques frangais qui peuvent étre Elle choisit au hasard une jupe, un chemisier et une veste.

consultés dans les deux bibliothéques. De combien de fagons différentes peut-elle s’habiller ?

Ex 2-2 : Nombre de triangles

Déterminer le nombre

de triangles.

Ex 2-5 : Poignées de main

Deux équipes de foot de 14 et 16 joueurs échangent une poignée de main a
la fin d’un match : chaque joueur d’une équipe serre la main de chaque
joueur de I’autre équipe.

Combien de poignées de main ont été échangées ?

Produit cartésien — principe multiplicatif

Ex 2-3 : Nombre de menus

Combien de menus différents peut-on composer si on a le choix entre 3
entrées, 2 plats et 4 desserts ?

30/214



2 . Dénombrement . exercices - page 2 corrections : http:/pierrelux.net

k-uplet 2 ) Combien peut-on former de numéros de téléphone a 8 chiffres ne
Ex 2-6: QCM comportant pas les chiffres 0 et 1 ?
X 2-6 ¢

Un questionnaire a choix multiples, autorisant une seule réponse par question,
comprend 20 questions.

Pour chaque question, on propose 3 réponses possibles.

De combien de fagons peut-on répondre a ce questionnaire ?

Arrangements

Ex 2-9 : Podium

A I’occasion d’une compétition sportive groupant 12 athlétes, on attribue
une médaille d’or, une d’argent, une de bronze.

Ex 2-7 : Systéme binaire et octet
Combien y-a-t-il de podiums possibles ?
En informatique, on utilise le systéme binaire pour coder les caractéres. Un
bit est un élément qui prend la valeur 0 ou la valeur 1.

Avec 8 chiffres binaires (un octet), combien de caractéres peut-on coder ?

Ex 2-10 : Pieces bonnes ou mauvaise — événement contraire

Ex 2-8 : Numeéros de téléphone R L .
Dans un lot de 20 piéces fabriquées, 4 sont mauvaises.

1) Combien peut-on former de numéros de téléphone a 8 chiffres ? . R . )
On préléve quatre piéces de maniére successive.

De combien de fagon différentes peut-on en prélever 4 piéces dans les cas
suivants :

1) les 4 pieces sont bonnes
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2 ) Une au moins d’entre elles est mauvaise.

Ex 2-11 : L’ensemble des nombres de 4 chiffres — événement contraire

Soit Q I'ensemble des nombres de quatre chiffres, le premier étant non nul.

1) Calculer le nombre d'éléments de Q.

2 ) Dénombrer les éléments de Q :

a ) composés de quatre chiffres distincts

b ) composés d'au moins deux chiffres identiques

corrections : http:/pierrelux.net

¢ ) composés de quatre chiffres distincts autres que 3 et 9

Ex 2-12 : Code d’entrée d’un immeuble — événement contraire

Le code d’entrée d’un immeuble est constitué d’une lettre suivie d’un
nombre de 3 chiffres distincts ou non.

1) Combien de codes différents peut-on former ?

2 ) Combien y a-t-il de codes sans le chiffre 0 ?

3) Combien y a-t-il de codes comportant au moins une fois le chiffre 0 ?
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4) Combien y a-t-il de codes comportant des chiffres distincts ? Ex 2-15 : Anagrammes de « MATRICE »

1) Dénombrer les anagrammes du mot MATRICE

5) Combien y a-t-il de codes comportant au moins deux chiffres identiques ? |2 ) Dans chacun des cas suivants, dénombrer les anagrammes du mot
MATRICE :

a ) commengcant et finissant par une consonne

Permutations et anagramines

Ex 2-13 : Liste de passage

) = . o 3 b ) commencant et finissant par une voyelle
Dans une classe de terminale de 29 éléves, chaque éléve doit étre interrogé

individuellement par le professeur de mathématique .
1l faut établir une liste de passage.

Combien y a-t-il de maniéres de constituer cette liste ?

¢ ) commencant par une consonne et finissant par une voyelle

Ex 2-14 : Anagrammes de « LOGARITHME »
Combien y-a-t-il d’anagrammes du mot LOGARITHME ?

Définition : un anagramme est un mot formé en changeant de place les lettres | 4 ) commencant par une voyelle et finissant par une consonne
d'un autre mot. (Une anagramme de gare est rage.)

Ex 2-16 : Anagrammes de « COMPLEXE » , « MATHEMATIQUES » ...

1) Combien y-a-t-il d’anagrammes du mot COMPLEXE ?
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2 ) Combien y-a-t-il d’anagrammes du mot MATHEMATIQUES ? Ex 2-19 : Tournoi sportif
Un tournoi sportif compte 10 équipes .
Chaque équipe doit rencontrer toutes les autres une seule fois.

Combien doit-on organiser de matchs ?

3) Combien y-a-t-il d’anagrammes du mot ANAGRAMME ?

Ex 2-20 : Chats et chiens

De combien de fagons différentes peut-on choisir 4 chiens et 3 chats parmi

L 12 chiens et 7 chats ?
Combinaisons

Ex 2-17 : Groupe de 3

Les éléves de Terminale (il y a 27 éléves dans la classe ) doivent écrire un
programme en Python par groupe de 3.

De combien de maniéres peut-on former ces groupes ?

Ex 2-21 : Délégués de classe

NTEYPAS ;‘1 Dans une classe de 30 éléves, on compte 17 garcons et 13 filles.
Vo<W
) )@ A On procéde a I’élection des délégués de classe.
Ex 2-18 : Loto 99 \]
=08

1) Quel est le nombre de choix possibles ?
Au loto, il y a 49 numéros. Une grille de loto est composée de 6 de ces

numéros. Quel est le nombre de grilles différentes ?
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2 ) Quel est le nombre de choix si I’on impose un garcon et une fille ?

3) Quel est le nombre de choix si I’on impose 2 garcons ?

Ex 2-22 : Club de procrastination
Camille et Alexandre font partie d’un club de procrastination de 20 membres.

On doit former un groupe constitué de cinq d’entre elles pour représenter le
club a une conférence.

1) Combien de groupes de 5 membres peut-on constituer ?

2 ) Dans combien de ces groupes peut figurer Camille ?

3) Camille et Alexandre ne pouvant se supporter, combien de groupes de 5
membres peut-on constituer de telle facon que Camille et Alexandre ne se
retrouvent pas ensemble ?

Ex 2-24 : Groupe d’extraterrestres

corrections : http:/pierrelux.net

Ex 2-23 : Fort en programmation

Dans une classe de terminale , on compte 12 éleves trés forts en Python
parmi les 30 éléves de la classe.

Pour un devoir en groupe a faire sur ordinateur, le professeur décide de faire
des groupes de 4 éléves.

1) Quel est le nombre de groupes différents possibles ?

2) Quel est le nombre de groupes ne contenant aucun éléve tres fort en
Python ?

3) Quel est le nombre d’échantillons contenant au moins un éléve tres fort
en Python ?

On constitue un groupe de 7 extraterrestres
choisis parmi 25 martiens et 32 saturniens.

1) De combien de fagons peut-on constituer ce groupe de 7 extraterrestres ?
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2 ) Dans chacun des cas suivants, de combien de facons peut-on constituer ce |b ) deux paires distinctes
groupe avec :

a ) uniquement des martiens

b ) des extraterrestres de la méme planéte ) ~ .
¢ ) un full (trois cartes de méme valeur, et deux autres de méme valeurs.

Exemple : 3 rois et 2 as)

C ) au moins un martien et au moins un saturnien

d ) un brelan (trois cartes de méme valeur, sans full ni carré)

Dénombrements divers
Ex 2-25 : Poker
On tire simultanément 5 cartes d'un jeu de 32.

Cet ensemble de 5 cartes est appelé une "main"

1) Combien y a-t-il de mains différentes possibles ?

Ex 2-26 : Au cinéma

Quatre garcons et deux filles s’assoient dans une rangée de 6 places au

. . cinéma.
2 ) Dénombrer les mains de 5 cartes contenant :

a) un carré 1) Quel est le nombre de dispositions possibles ?
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2 ) Quel est le nombre de dispositions possibles si les garcons sont d’un coté

et les filles de I’autre ?

3) Quel est le nombre de dispositions possibles si chaque fille est intercalée
entre deux gargons ?

4) Quel est le nombre de dispositions possibles si les filles veulent rester
I’une a c6té de I’autre ?

corrections : http:/pierrelux.net

Ex 2-27 : Dans une urne : tirages successifs et simultanés

Une urne contient 5 boules vertes (numérotés de 1 a 5) et 4 boules jaunes
(numérotés de 1 a 4).

1) On tire successivement et au hasard 3 boules de I’urne, sans remettre la
boule tirée. Calculer les probabilités des événements :

a) A : «tirer 3 boules vertes»

b ) B : «ne tirer aucune boule verte »

¢ ) C: «tirer au plus 2 boules vertes»

d ) D : «tirer exactement 1 boule jaune»
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2) On tire maintenant simultanément et au hasard 3 boules de 1’urne. Python A pl:]thOﬂ
Reprendre alors les questions a ), b ), c)etd). Ex 2-28 : Triangle de Pascal

1) On consideére le programme ci-dessous écrit en Python :

1 pa=[1,2,1]
na=pa+[1]
3 print(na)

Que fait ce programme ?

2 ) On aimerait obtenir la ligne na=[1,3,3,1] du triangle de Pascal.
On constate que pour na[0] et na[3], il n’y a rien a faire.

Comment obtenir na[1] et na[2] a partir de la liste pa ?

3 ) Compléter le programme ci- dessous qui permet de générer le triangle de
Pascal :

def Pascal(n):
pa=[1]
for k in range(n):
na=........
foriinrange (......... ):

pa=na
return(pa)

O 01N DN B~ W=

10 |n=int(input("n="))
Remarque : 11 |foriinrange(................. ):
12 print(..................)

On retrouve les mémes résultats dans les deux parties.

En effet, tirer successivement sans remise 3 boules ou les tirer simultanément

. R . e 4 ) Tester ce programme pour n=10.
revient au méme d’un point de vue probabilité. ) prog P

Que I’on traite un tirage comme un arrangement ou une combinaison, les
questions 1 ) et 2 ) fournissent le méme résultat si on a conservé le méme
mode de comptage.
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Chapitre 3 - VECTEURS , DROITES ET PLANS DE L'ESPACE

Avant tout, rappelons une propriété fondamentale :

Tout théoréme de géométrie plane s’applique dans n’importe quel plan de I’espace.

Les exemples de ce chapitre se référent a la figure ci-contre K L
E F G

ABCDEFIJ est un cube :
EGHJKLMN est un parallélépipéde / f
rectangle tel que HM =Cl et JH=2JI A ; B~

/ N~ M

S I H
ol

1) POSITIONS RELATIVES DE DROITES ET DE PLANS

A) POSITIONS RELATIVES DE DEUX DROITES

d et d' sont non coplanaires

d et d' sont coplanaires

Aucun plan ne les contient toutes les deux.

Elles sont sécantes.

Elles sont paralléles.

d’

Exemple :
o Les droites (A4B) et | HN sont
o Les droites (4B) et (JH) sont

o Les droites (4AL) et (KF) sont

B) POSITIONS RELATIVES DE DEUX PLANS

P, et P, sont paralleles

P et P, sont sécants

P, et P, confondus

Vs
/r

P, et P, sont strictement parall¢les

11 existe deux droites sécantes de P; et
deux droites sécantes de P, paralléles
deux a deux.

Propriété d'incidence :

les intersections sont des droites paralléles.

Si deux plans sont paralléles, alors tout plan qui coupe 1'un coupe l'autre et

3 - Vecteurs, droites et plans de l'espace - Cours éléve - auteur : Pierre Lux - page 1/6 -
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Exemple :
o Lesplans (EKL| et (EGJ) sont

o Lesplans [EKL) et (JNM ) sont
« Leplan (CDEF) coupe les plans paralléles (AEJD| et | BFIC| suivant

C) POSITIONS RELATIVES D'UNE DROITE ET D'UN PLAN

d et P sont parall¢les d et P sont sécants
d d
/ d’
[~ | s
d est contenue dans P d est strictement paralléle a P

Exemple :

2) VECTEURS DE I’ESPACE

Comme dans le plan, 4 tout couple de points 4 et B de ’espace, on associe le vecteur AB.

« Lorsque 4 # B, la direction de 4B est celle de la droite (4B) , le sens de AB estle sens de A vers B et la longueur ou norme de 4B, notée
|ET , est la distance 4B.
Lorsque A=8, AA est le vecteur nul, noté 0.
« On désigne souvent les vecteurs par une seule lettre, par exemple i , v , w ..
« Pour tout point O de I’espace et pour tout vecteur i , il existe un unique point M tel que OM =i .

A) VECTEURS EGAUX

Chacune des propriétés suivantes signifie que les vecteurs non nuls 4B et DC sont égaux :

. 4B et DC ont méme direction, méme sens et méme norme.
e ABCD est un parallélogramme, c'est a dire [AC ] et [BD} ont méme milieu .
(Si A, B, C et D sont alignés, on dit que ABCD est un parallélogramme aplati)

B) REGLES DE CALCUL

Les régles de calcul sur les vecteurs de I’espace sont analogues aux régles de calcul sur les vecteurs du plan.
« RELATION DE CHASLES :

_—— — —_— —

Exemple: AB+ BF = AD+ DI = E+ KL=

« REGLE DU PARALLELOGRAMME :

~
=
+
<
Il

-
aQ
+
g
+
N
I

Exemple: DC+ DJ =

« OPPOSE D’UN VECTEUR :
Exemple: AB= —FE

« MULTIPLICATION D’UN VECTEUR PAR UN REEL :
Pour tous réels a et b, et pour tous vecteurs i/ et V ona:
ali+V)=ai+a?v,la+bli=ai+bi, albii)=lab)ii, ait=0 © a=0ou #=0 etc...

- - auteur : Pierre Lux
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C) VECTEURS COLINEAIRES

o Deux vecteurs non nuls i et ¥ qui ont la méme direction sont dits colinéaires.
Par convention le vecteur nul est colinéaire a tout autre vecteur.

o Dire que deux vecteurs non nuls # et v sont colinéaires revient & dire qu’il existe un réel & tel que u=k v

« Dire que les points 4, B et C (distincts) sont alignés revient a dire qu’il existe ¥ € IR tel que AB=k AC.

D) TRANSLATION

Comme dans le plan, on peut définir une translation dans I’espace.

Définition :

Soit % vecteur de I’espace.

La translation de vecteur 7 est la transformation de I’espace notée souvent ¢ quia tout point M de I’espace
associe le point M’, tel que: MM'=7

Exemple :

. est I’'image de I par la translation de vecteur DA

o Festl'imagede  par la translation de vecteur DE

3) INTERPRETATION VECTORIELLE DES DROITES ET PLANS DE L’ESPACE
A) DROITES

Définition :

Soit d une droite. On appelle vecteurs directeurs de d les vecteurs, non nuls, définis par deux points de d.

Soit 4 un point de I’espace et # un vecteur non nul.
(A ; 1) représente la droite qui passe par A4 et de direction, la direction de # .

Remarques :
« Ladroite (4 ;i) est ’ensemble des points M de I’espace tels que AM et i sont colinéaires, c'est & dire tels qu’il existe

un réel k vérifiant AM =k i.
« Dire que les droites (AB) et (CD) sont paralléles revient & dire que les vecteurs 4B et CD sont colinéaires, c'est a dire qu’il existe
keR" tel que AB=k CD.

Conséquence :
o Deux droites sont paralléles si, et seulement si, leurs vecteurs directeurs son colinéaires.

B) PLANS

PLAN DETERMINE PAR TROIS POINTS

Propriété :

Soit 4, B et C trois points non alignés.
Le plan (ABC) est I’ensemble des points M de ’espace tels qu’il existe des réels x et y vérifiant AM = x AB+y AC

Preuve :

On pose ii= AB et v=AC ’

o Lerepére (4;i, V) est un repére de (ABC) . Ainsi, pour tout point M du plan, il existe un
unique couple de réels (x; y)telsque AM=xi+y ¥

«  Réciproquement, soit M un point de I’espace tel qu’il existe deux réels
x et y vérifiant AM =xii+y7V.
On note M, et M, les points définis par AM,=x AB et AM,=y AC
L’égalit¢ AM,=x AB prouve que M est sur (4B) , donc dans le
plan (4BC). De méme M, est sur (AC), donc dans le plan (4BC ) .
D’autre part on a AM = WT—T— WZ , donc AM | MM, est un parallélogramme.
Les sommets A, M, et M, sont dans le plan (4BC ), il en est donc de méme
pour le quatriéme sommet A .

On dit que les vecteurs AB et AC sont des vecteurs directeurs du plan (4BC) .

3 - Vecteurs, droites et plans de l'espace - Cours éléve - auteur : Pierre Lux - page 3/6 -
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PLAN DEFINI PAR UN POINT ET UN COUPLE DE VECTEURS NON COLINEAIRES

-

Un point 4 et deux vecteurs i et v non colinéaires déterminent un unique v i
plan : le plan (ABC) ot AB=ii et AC=7¥ . / I

Onnote (4 ;1 , V) ce plan

(A ;1, V) est ’ensemble des points M de I’espace tels qu’il existe deux C
réels x et y vérifiant AM =xi+y ¥V . v
Vocabulaire a connaitre : Au B
L
o On dit :

- que les vecteurs i et ¥ sont des vecteurs directeurs du plan (4BC),
- ou qu’ils définissent la direction du plan (4BC),

- ou que le plan (4BC) est dirigé par i/ et v,

- ouque (7 ,V) estune base des vecteurs du plan (4BC).

e Sionpeut écrire un vecteur W sous la forme a @ +bV ,onditque W s’exprime comme une combinaison linéaire

des vecteurs W et V .

o  Laseule combinaison linéaire des vecteurs 7 et V égale au vecteurs nul est celle (dite triviale) dont tous les coefficients sont nuls.
On dit que les deux vecteurs % et V sont linéairement indépendants .

Remarque :

Si u ’ est un vecteur non nul colinéaire & # , et v’ un vecteur non nul colinéaire a v , alors le plan (4 cu', \1_7) est le méme que le plan (4 ;i V).

Exemple : Les plan (A4: DN, KL) et (A4 ; AE , AB] sont

Conséquences :

« Deux plans ayant méme couple de vecteurs directeurs sont paralléles.

o Une droite d et un plan P sont paralléles si, et seulement si, un vecteur directeur W de d est un vecteur du plan P, ce qui signifie que
I’on peut exprimer W comme une combinaison linéaire de deux vecteurs directeurs de P.

4) DECOMPOSITION DE VECTEURS

A) VECTEURS COPLANAIRES

Définition :
Les vecteurs u, v, w, ...., de I’espace sont dits coplanaires lorsqu’un point O quelconque et les points A4, e . )
o = _p»_ o A duunp d q P Cette définition ne dépend pas
B,C,...,définispar OA=i , OB=V, OC=W, ..., sont coplanaires. . L
du point O choisi.
Remarques :

« Deux vecteurs sont toujours

o Sideux vecteurs i et ¥V sont colinéaires, alors quel que soit le vecteur w,

Exemple : Montrer que les vecteurs HM , AL et DC sont coplanaires.

Propriété :

p—— —

i, vet w sont trois vecteurs de I’espace tels que « et V ne sont pas colinéaires.

Dire que i/, v et w sont coplanaires revient a dire qu’il existe des réels a et b tels que w=au+bVv .

- - auteur : Pierre Lux
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Preuve :

Soit O un point de I’espace. On considére les points 4, B et C telsque OA=i, OB=7v et OC = W.

i et V ne sont pas colinéaires, les points O, 4 et B ne sont pas alignés et déterminent donc un plan, le plan (O4B).

Par définition, dire que i/, v et W sont coplanaires revient a dire C €(0A4B) ... ce qui revient a dire qu’il existe des réels a et b
tels que OC=a0OA+bOB.

Remarque : Si trois vecteurs sont non coplanaires, alors aucun des trois ne peut se décomposer en fonction des deux autres.

Propriété :

Soit i, vV et W trois vecteurs non coplanaires de l'espace.
Pour tout vecteur 7 de l'espace, il existe un unique triplet (x; y; z) deréelstels que: F=xu+yv+zw

Preuve :

Existence :
Soit 4, B, C , D et M des points tels que 7= AB, v=AC, W=AD et {f = AM.

i et v sont non colinéaires, sinon i, V et W seraient coplanaires.

Ainsi 4, B et C définissent un plan dont (4, i, ¥) est un repére.

La paralléle & la droite (4D ) passant par M, dirigée par W, qui n'est pas un vecteur du plan (4BC),

puisque #, V et W sont non coplanaires, est sécante a ce plan en un point H.

HM et W sont colinéaires, donc HM =z, ol z est un réel, et H appartient au plan (4BC),

donc AH =xii+y v ( xet yréels) I

Comme = AM = AH + HM , on obtient I'existence d'un triplet (x; y; z) de réels tels que
[=xU+yv+zw

Unicité :

On suppose que l'on a deux écritures : f=xsi +y V+zw=x"u+y'v+z'Ww

Onaalors (x—x')i+(y—y | ¥+(z—z'|w=0.

Supposons que I'une des trois différences n'est pas nulle, par exemple (z —z ') #0.

On obtient :

— x—x"ﬁ._i_ y—y
(z—2z") (z—z7)

’

v

Les vecteurs u, v et w seraient alors coplanaires ... ce qui n'est pas possible.
On en déduit que z =z ' et de la méme fagconque x=x"et y=y" .

Remarques :

o Encore une fois, on dit que I'on a décomposé le vecteur 7 sous la forme d’une combinaison linéaire des vecteurs #, ¥ et W.
e U, Vet W sontlinéairement indépendants et forment une base des vecteurs de ’espace.

5) REPERES DE L'ESPACE

Propriété et définitions :

Soit O un pointet (i s _7’, 1;) une base des vecteurs de I'espace.
A tout point M de I’espace, on peut associer un unique triplet de réels (x; y; z) tel que :

OMZx?-i—yf—l—zl?

On dit que (x; y; z) sont les coordonnées du point A/ dans le repére (0 21,7, l?) ou que

x, y et z sont respectivement I’abscisse , I’ordonnée et la cote du point M.

Exemple :
Dans le repére (J ; gD, Ji, J_E-] ,ona

- - auteur : Pierre Lux
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Les propriétés et les régles de calcul vues dans le plan pour les coordonnées de vecteurs et de points se prolongent dans [’espace en ajoutant
simplement une troisieme coordonnée.

Propriétés :

’

a _|a
by r . e ! El ’ El ’ :
Dans un repére donné de 1’espace, soit ¥ |b|et ' |b’ | deux vecteurs, A(x;y;z)et Blx’; y’;z’) deux points.
c c’
o Pourtoutréel k,le vecteur k % a pour coordonnées o Le vecteur 4B a pour coordonnées
o Levecteur u+Vv apour coordonnées « Lemilieu / de a pour coordonnées

3 - Vecteurs, droites et plans de l'espace - Cours éléve - auteur : Pierre Lux - page 6/6 -
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- VECTEURS , DROITES ET PLANS DE L'ESPACE - MATH SPE chapitre 3 : L’ESSENTIEL DU COURS

http://pierrelux.net

Tout théoréme de géométrie plane s’applique dans n’importe quel plan de I’espace

Positions relatives de deux
droites :

d et d’ sont non coplanaires d et d’ sont coplanaires

Aucun plan ne les contient toutes les deux. Elles sont sécantes.

a4

Elles sont paralléles,

Leur intersection est vide.

Elles ont un seul point en commun. Elles sont strictement paralléles ou confondues.

Positions relatives de deux
plans :

Propriété d’incidence :

Si deux plans sont paralléles,
alors tout plan qui coupe I'un
coupe l'autre et les intersections
sont des droites paralléles.

Py et Py sont paralléles

Pi et P: sont strictement paralléles

Py et P; sont sécants

P, et P, confondus

NN

1l existe deux droites sécantes de ) et
deux droites sécantes de P, paralléles
deux a deux.

Leur intersection est une droite.

Positions relatives d’une
droite et d’un plan :

On définit les vecteurs de ’espace comme
les vecteurs du plan . Les propriétés et les

régles sont identiques.

d et P sont paralléles d et P sont sécants

d

d est contenue dans P d est strictement paralléle a P

Une droite d est paralléle 4 un plan P si, et seulement si, il existe une droite o " de /

paralléle a d. Leur intersection est un point unique.

Interprétation vectorielle
des droites de I’espace :

Soit d une droite. On appelle vecteurs directeurs de d les vecteurs, non nuls, définis
par deux points de d. Soit 4 un point de I’espace et # un vecteur non nul.
(4 ; i) représente la droite qui passe par 4 et de direction, la direction de i .

Deux droites sont paralléles
si, et seulement si, leurs vecteurs
directeurs son colinéaires.

Interprétation vectorielle
des plans de I’espace :

Deux plans ayant méme couple de
vecteurs directeurs sont paralléles.

Vocabulaire a connaitre :

Droites et plans paralléles :

Plan défini par trois points :
Soit 4, B et C trois points non alignés. Le plan (ABC) est I’ensemble des points M de I’espace tels qu’il
existe des réels x et y vérifiant AM=xAB+y AC

Plan défini par un poeint et un couple de vecteurs non colinéaires :
Unpoint A etdeux vecteurs & et v non colinéaires déterminent un unique plan : le plan (ABC) ot AB=ii et AC=v
Onnote (A;d,V) ceplan. (A;id,V) est]’ensemble des points M de 1’espace tels qu’il existe deux réels x et y vérifiant AM=xi+yV

=

e  Onditque lesvecteurs U et vV sont des vecteurs directeurs du plan (ABC),

ou qu’ils définissent la direction du plan (ABC) , ou que le plan (ABC) est dirigé par U et Vv ,
ouque (T,V) estune base des vecteurs du plan (ABC) .

Si on peut écrire un vecteur W sous la forme aW+bV ,onditque W s’exprime comme

une combinaison linéaire des vecteurs U et V .

La seule combinaison linéaire des vecteurs U et V égale au vecteurs nul est celle (dite triviale) dont tous les

coefficients sont nuls. On dit que les deux vecteurs @ et V sont linéairement indépendants .

Une droite d etun plan P sont paralléles si, et seulement si, un vecteur directeur W de d est un vecteur du plan
P, ce qui signifie que ’on peut exprimer W comme une combinaison linéaire de deux vecteurs directeurs de P.

Vecteurs coplanaires :

Propriété :

Base des vecteurs de
P’espace :

Les vecteurs u, v, W, ...., de espace sont dits coplanaires lorsqu’un point O quelconque et les points 4, B, C,

... ,définispar OA=u , OB=Vv, OC=W, ..., sont coplanaires.

Deux vecteurs sont
toujours coplanaires.
[ —

i, Vet W sont trois vecteurs de I’espace tels que # et Vv ne sont pas colinéaires.

Dire que i, Vet w sont coplanaires revient a dire qu’il existe des réels a et b telsque w=au+bV .
Soit #, Vet w trois vecteurs non coplanaires de 1'espace.
Pour tout vecteur 7 de l'espace, il existe un unique triplet (x; y; z) deréelstelsque: F=xu+yv+zw

ii, v et W sont linéairement indépendants et forment une base des vecteurs de I’espace.

Repére de I’espace:

X, y et z sont respectivement
I’abscisse , I’ordonnée et la cote
du point M.

Propriété :
Dans un repére donné de

£) = =t

b
c

deux vecteurs, A(x;y;z) et

Blx’;y’;z’) deux points.

a’
b

c

I’espace, soit

=

Soit O un point et (f ,}‘,I?) une base des vecteurs de I'espace.
A tout point M de 1’espace, on peut associer un unique triplet de réels (x; y; z) tel que :
OM=xi+yj+zk

On dit que (x ; y; z) sont les coordonnées du point M dans le repére (0 :7, 7, k)

|

ka
kb

Pour tout réel k ,le vecteur kii a pour coordonnées (
ke

e Levecteur AB a pour coordonnées ( '

a+a’
e Levecteur u+v apour coordonnées |p+p’ . . x+x' y+y' z+z'
cte! e Lemilieu I de apour coordonnées —;T ;T

a=a'
b=b'
c=c'

ﬁ:V@[
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3 : Droites et plans dans 1'espace : exercices - page 1 corrections : hitp/pierrelux.net

Positions relatives Ex 3-4 : Entre deux plans

Ex 3-1: Vrai ou faux -
f Dans chacun des cas, donner la position des plans :

Dans l'espace :

1) Trois droites concourantes (qui se coupent en un méme point) sont

coplanaires.

1) (ABC) et (EGH)

2) (ABG) et (CDE)

2 ) Deux droites paralléles a un méme plan sont paralléles entre elles.
3) (CAF) et (DGH)

3 ) Deux plans paralléles a un méme troisiéme sont paralléles entre eux.
4)) (FHC) et (BDE)

4) Une droite et un plan paralléles & une méme droite sont paralléles entre | 5) (FAH) et (BCG)
eux.

Ex 3-5 : Dans un tétraédre

5) Une droite et un plan paralléles a un méme plan sont paralléles entre

cux Dans chacun des cas, étudier les positions des droites et plans.

1) (EB) et (CD) '

Pour les exercices 2, 3 et 4, on considére le cube ci-dessous :

Ex 3-2 : Entre deux droites
2) (EC) et (BCD) 8

Dans chacun des cas, donner la position des droites :
1) (AB) et (CG)

2) (AF) et (GH) 3) (EBC) et (ECD)
3) (AC) et (FH)
4) (CE) et (DF)

4) (EC) et (BD)

5) (BH) et (AE)

Ex 3-3 : Entre une droite et un plan

Ex 3-6 : Dans une pyramide — intersections
Dans chacun des cas, donner la position de la droite et du plan :
1) (AB) et (CDH) Soit SABCD une pyramide a base carrée.

O est le centre du carré ABCD.

1) Déterminer l'intersection de (SAB) et (SBC).

2) (AC) et (BDF)

3) (BG) et (CDE) 2 ) Déterminer l'intersection de (SAC) et (SBD).

4) (AG) et (CFH)

3) Etudier la position de (SB) et (AC).
5) (BC) et (FAD)

6) (AB) et (ACD) 4) Déterminer l'intersection de (SAB) et (SCD).

On pourra utiliser le théoréme du toit . (cf ex 3-13)
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Ex3-7: f Ex 3-9 : Utilisation des symboles mathématiques

Dans le cube ci-contre, M, N et P sont les On considére le cube de Ex 3-7.
milieux respectifs de [CD], [EH] et [BF].
Dans chacun des cas, étudier les positions
relatives de :

1) (MN) et (GH)

Compléter, en utilisant les symboles € , € , < et & .

1)N ... (EH) 2)A ... (EPM) 3)(BM) ... (ABC) 4)(PD)... (EFD)
5)B... (EGP) 6)M...(NDC)  7)(MN)...(EHD) 8)F...(ENG)

Ex 3-10 : Sections de solides

Dans chacun des cas, déterminer la section du solide par le plan (MNP).

2) (MP) et (DF
) (MP) et (DF) C’est a dire (quand elles existent) les intersections avec chacune des faces

du solide donné.

3) (NP) et (CDG)

4) (EM) et (BFG) . .

5) (AMN) et (BCG)
Ex 3-11 : Intersections et points alignés
Soit un tétraédre ABCD, de sommet A. Les points I et J appartiennent
respectivement aux arétes [AB] et [AC] de telle sorte que (1J) et (BC) ne
ient lléles.
6) (MPG) et (ADE) soient pas paralléles

1) Déterminer l'intersection de (1J) et de (BCD).

Ex 3-8 : Droites coplanaires

Dans le cube de 1'Ex 3-7 on note I le milieu de [CG].
Dire si les droites sont coplanaires ou non ?
1) (BC) et (EH)

2) (AG) et (BH)

2 ) En déduire l'intersection des plans (DIJ) et (BCD).

3) Que devient cette intersection si (1J)//(BC) ?
3) (AG) et (ED)

A

4) (BH) et (EI)
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3 : Droites et plans dans I'espace : exercices - page 3

4 ) Soit maintenant un point K sur [AD], de telle sorte que (IK) et (BD) ne
soient pas paralléles.

On note M, N et P les intersections respectives de (1J) et (BC), de (IK) et
(BD) et de (JK) et (CD).

Démontrer que les points M, N et P sont alignés.

Ex 3-12 : Droites paralléles
Dans un cube ABCDEFGH, le point M appartient a I'aréte [AB] et le point

N est l'intersection de la droite (AD) avec le plan (FHM).
Démontrer que (FH)//(MN).

Théoréme du toit

Si P et P’ sont deux plans sécants et
parall¢les a une droite d , alors
l'intersection de P et P' est paralléle a d .

Ex3-13:

Soit le parallélépipéde suivant constitué
de deux cubes superposés.

1) Déterminer l'intersection du plan (MPB) avec la droite (NG).

2 ) Déterminer l'intersection du plan (MPB) avec la droite (EN).

3) En déduire l'intersection du plan (MPB) avec le plan (ENG)

corrections : http:/pierrelux.net

4 ) Démontrer que l'intersection obtenue a la question 3 est paralléele a la
droite (EG).

Ex3-14:

Soit la pyramide SABCD dont la base est un parallélogramme.
M et N appartiennent au plan (SAB) et P appartient au plan (SBC).

1) Déterminer l'intersection des plans (SAB) et (SCD) et l'intersection
des plans (MNP) et (SAB).

2 ) En déduire l'intersection des plans (MNP) et (SCD).

3 ) Construire la section de la pyramide par le plan (MNP).

Vecteurs de I’espace

Dans les exercices 15 a 17, on considére la figure suivante.
Sur chaque aréte, on a indiqué le milieu de celle-ci.
H

Ex 3-15 : vecteur égaux - translations

1) Dans chaque cas, donner deux vecteurs égaux au vecteur donné :

a) BF
b) BC
c)ﬁ/l—
d) iT
e) OL
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3 : Droites et plans dans 1'espace : exercices - page 4

2 ) Dans chaque cas, déterminer :

a) I’image de D par la translation de vecteur AF .
b ) ’image de I par la translation de vecteur Lp.

c ) I’image de D par la translation de vecteur PN .

Ex 3-16 : Trouver le point manquant — combinaisons linéaires

Compléter les égalités suivantes en utilisant les points de la figure :

] — . S [ —
1) A"':EAD 5) B..=BC+BF 9) B...ZZBC+CG

S — e ] e e —
2) L.=—1A 6) ..H=BD+BF 10) A.,.=5AD+BF—BA

SR O
3) B.=2EQ 7) B.=BA+DH 11) = BA+BC+BF

e e ] ——
4) H.=-2BI 8) B..=CK+DH 12) L.=HG-_ AD+CP

Ex 3-17 : Décomposer un vecteur dans une base

Décomposer les vecteurs AC s B_P>, AG et MC dans la base
(DA, DH,DC)

Ex 3-18 : Relation de Chasles

Soit A, B, C et D quatre points non coplanaires de 'espace.
Montrer que AC +DB=AB+DC

Ex 3-19 : Représenter des combinaisons linéaires

Sur la figure ci-dessous, représenter les points :

e 1 —
a ) I défini par AI:BF+EBC

—_— e e 1
b)) J défini par AJ=AB +AD+E AE
¢) K image de I par la translation de vecteur EB
1= 1

== 1 = —
d) L défini par DL:EDA+EDC+EDH

3
e ) M image de C par la translation de vecteur 1 AE

corrections : http:/pierrelux.net

Points alignés, parallélisme

Ex 3-20 : Alignement

Soit A, B et C trois points non alignés et les points D et E définis par :
— 1 — R —
AD:E AB et BE=3AC—-2AB

En exprimant les vecteurs CD et CE comme une combinaison linéaire

des vecteurs AB et AC , montrer que C, D et E sont alignés.

Ex 3-21 : Parallélisme de droites et vecteurs directeurs

Dans le triangle ABC, [ est le milieu du segment [AC] et les points D et E
sont définis par AD=3AB et BE=2BC .

1) Exprimer les vecteurs BT et DE comme une combinaison linéaire
des vecteurs BA et BC .

2 ) En déduire que BI est un vecteur directeur de (DE).
Que peut-on en déduire pour les droites (BI) et (DE) ?

Ex 3-22 : Points alignés

Dans l'espace, on considére les points A, B, C, D et E tels que
12— - - .

AD:E AB—;BC et AE=xAB+BC .

Déterminer la valeur du réel x pour que les points A, D et E soient
alignés.
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3 : Droites et plans dans I'espace : exercices - page 5

Vecteurs coplanaires — bases des vecteurs de I’espace

Ex3-23:

On considére la figure suivante.
1) Les vecteurs AE, AG et EG sont-ils
coplanaires ?

2) Démontrer que AB, FH et EG sont coplanaires.

3 ) Démontrer que DH , AH et FO forment une base.

4 ) Montrer que les points M,P et un point quelconque Q sont coplanaires.

5) Montrer que MN , PB et AC sont coplanaires.

6 ) Montrer que NP, BG et CD sont coplanaires.

7 ) Déterminer la décomposition des vecteurs ci-dessous dans la base
(AB,AD,AE)

a)ﬁé

b) BH

c)XG

corrections : http:/pierrelux.net

Ex 3-24 : Bases des vecteurs de I’espace

Soit (7, 7 , 7;] une base des vecteurs de I’espace et les vecteurs u~,
Vet W~ définis par
u=i—j+k, vV=2i+k et W=3i—j

1) Montrer que %~ et Vv ne sont pas colinéaires.

2) Peut-on trouver des réels a et b telsque wW=au +b7Vv ?

3) Peut-on dire que (7 ,V ,W | estune base des vecteurs ?

Ex 3-25 : Points coplanaires ?

Soit un tétraecdre ABCD, I le milieu de [AB] et J le milieu de [AC].

NG
On construit les points E et F tels que CE= EBC et AF=DE .
1) Déterminer la nature des quadrilatéres ECIJ et ADEF.

2 ) Démontrer que 2DJ-DF=JT1.

3) Que peut-on en déduire pour les vecteurs DI, DJ et DF ?

4) Que peut-on en déduire pour les points D, I, J et F ?

50/214



3 : Droites et plans dans I'espace : exercices - page 6

Ex 3-26 : Parallélisme de plans et vecteurs directeurs
Soit un tétracdre ABCD et les points E et F définis par :
BE=BA+BC+ D e DF=DB+DA+ BT

1) En exprimant AE et AF dans la base (§6,6]3) , démontrer que A, E
et F ne sont pas alignés.

2 ) Démontrer que les plans (BCD) et (AEF) sont parall¢les.

Repéres de 1'espace

Dans les exercices 27 a 29, on considere la
figure suivante.

Ex 3-27 : Calculs de coordonnées

Dans le cube ci-contre, M, N, P et I sont les
milieux respectifs de [CD], [EH], [BF] et
[CG].

On consideére le repere (D;DA,DC,DH].
Dans chacun des cas suivants, déterminer les coordonnées :

1) Des points E, P, I et B.

2 ) Des vecteurs U

corrections : http:/pierrelux.net

3) Du centre de la face EHDA.

4)Du centre €2 du cube.

—_—

5)Duvecteur £ =2 T—37V etduvecteur p =TU+

Ex 3-28 : Milieux et points alignés
Déterminer les coordonnées des points S et T milieux respectifs des

segments [NP] et [HB].
Les point S, T et C sont-ils alignés ?

Ex 3-29 : Recherche des coordonnées d'un point

Déterminer les coordonnées du point Q défini par CTP—+QN:BG
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3 : Droites et plans dans 1'espace : exercices - page 7

Dans les exercices qui suivent, on considére un repére 057, 7) ,m de
'espace

Ex 3-30 : Droite et plan paralléles ?
Soit les points A (—2;2;—1), B(2;0;3), C(-2;0;0), D(0;—4;1) et

E(-2;-1;-2]
1) Montrer que A, B et C définissent un plan.

2) Calculer les coordonnées du vecteur DE et celles du vecteur
—AB-2AC .

3) Que peut-on en déduire pour ces deux vecteurs et pour la droite (DE) ?

Ex 3-31 : Droite et plan paralléles ?
Soit les points A (2;3;—1), B(1;3;4), C(0;1;—3) , D(2;0;0) et

E(-2;-2;8) .
1) Montrer que A, B et C définissent un plan.

2) Peut-on trouver deux réels x et y tels que DE=xAB+yAC .

corrections : http:/pierrelux.net

3) Que peut-on en déduire pour la droite (DE) ?

Ex 3-32 : Points coplanaires ?

Soit les points A(0;1;-1), B(2;1;0) , C(=3;-1;1) et D(7;3;-1].
1) Montrer que les points A, B et C ne sont pas alignés.

2 ) Calculer les coordonnées du vecteur 2AB—AC—AD .

3) Que peut-on en déduire pour les points A, B, Cet D ?

Ex 3-33 : Base des vecteurs de ’espace ?

-2 1 4 __—3
Soit U[3 |, VI|-1|, W[—-2]et t|1
—1 —2 —18 —1

1) Peut-on trouver deux réels x et y telsque W=xU+yVv™ ?
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3 : Droites et plans dans I'espace : exercices - page 8

2 ) Montrer que les vecteurs U , V et t sont linéairement
indépendants . Forment-ils une base des vecteurs de 1’espace ?

Ex 3-34 : Points coplanaires ?

Dans chacun des cas, ¢tudier si les points sont coplanaires ou non .

1) Al4;5;2) , B(-=3;-1;7) , C(9;5;=3) et D(1;2;0).

2) A(1;2;3), BI(1;3;2) , C(2;153) et D(2;351)

corrections : http:/pierrelux.net

Ex 3-35 : Droites paralléles ou sécantes ?

Soit les points A (2;1;5) , B(4;2;4) , C(3;3;5) et D(0;3;7).
1) Montrer que (AD) et (BC) sont paralléles.

2 ) Montrer que (AB) et (CD) sont sécantes.

Volume de quelques solides

Le cube Le pavé droit Le prisme droit Le cylindre

(parallélépipéde rectangle) (de révolution)
ﬁ 1

hI }:- B I !
< > x =

: =¥,
5 L
Volume = ¢ s
Felmme= L BE Volume = aire de |a base x h
Volume = mx Rz x h
La Pyramide Le cone de révolution La sphére — La boule

Volume =

Aire de Ia base x h
3 Volume =

mxR2xh
3

Volume:%ran’

Les cl_nq polyédres réguliers convexes (solides de P_Iaton)

Tétraédre

Hexaédre
ou Cube

Octaédre

Dodécaédre

Icosaédre

'AY X
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Chapitre 4 - LIMITES DE FONCTIONS

1) LIMITE EN +o ET EN -
A) LIMITE INFINIE EN +o0 ET EN —c0

Définition :

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme [a ; +00[ ou

a est un réel.

Intuitivement, dire que f a pour limite +c0 en +co , signifie que lorsque
x prend des valeurs de plus en plus grandes vers +oo , « les nombres
f (x) correspondants finissent par étre aussi grands que I’on veut ».

Lorsque x prend
des valeurs de plus en
plus grande ,

On note :
lim f (x)=+o —»
x>+ O l
Remarques :

o  De maniére plus mathématique (moins intuitive ...) :

Tout intervalle de la forme ]M ; +00[ finit par contenir toutes les valeurs f (x). On écrit aussi :

Pour tout réel M >0, il existe un réel m tel que , si x>m , alors f (x|€|M ; + o]

¢ Ondit aussi que la fonction f tend vers +oo quand x tend vers +o .

. . 2 . 3 .
Exemples a connaitre : lim x=+o lim x=+o lim xX=4o lim X
x—+oo ? xo+w ? xo+4w ? xo+w

On définit de la méme facon ...

Les nombres 1 (x) deviennent J &
négatifs et de plus en plus N
j 4 grands en valeur absolue "
ol i
R C,
Dans ces deux cas. f est définie sur un
Remarque :

Dans la pratique, on peut utiliser la remarque suivante :

=4+

intervalle de la forme -0 : 5]

B) LIMITE FINIE EN +o ET EN —oo_ET ASYMPTOTE HORIZONTALE

Définition :

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme [a ; +OO[ ou « est un réel et soit
L un réel donné .

o Intuitivement, dire que f a pour limite L en +co , signifie que lorsque x

prend des valeurs de plus en plus grandes vers +oo , « les nombres 1 (x)
correspondants viennent s’accumuler autour de L».

On note :
lim f(x)=L

xX—+o

¢ On dit que la droite d’équation y = L est asymptote horizontale
ala courbe C; en +oo.

Remarque :
De maniére plus mathématique (moins intuitive ...) :

Lorsque x prend des valeurs de plus en plus grandes,
la distance MN tend vers 0. La courbe C ; se
rapproche sans cesse de la droite d’équation  v=L.

Tout intervalle ouvert contenant L finit par contenir toutes toutes les valeurs f (x). On écrit aussi :

Pour tout & > 0 (aussi petit qu’il soit) il existe un réel m tel que , si x>m ,alors f (x]€ ]L —-&; L+ s[ .

4 - limites de fonc

tions - Cours éléve- auteur : Pierre Lux - page 1/ 6 -
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On définit de la méme fagon : /— c,
La distance MN tend vers 0 quand x tend

N L vers —oo.
\u%mﬁ"m" ’
f est définie sur un intervalle de la forme |-oo;b] M - [ lx] La ‘i‘m“‘“’ d eguatlon y=L est asymptote
i * horizontale a la courbe C,en —oo.
X ol i
Exemples a connaitre :
. 1 . 1 . 1 . 1 . 1 . 1 . 1
lim —=0 , lim —=0 , Ilim —=0 , lim —=0 lim —=0 , lim —=0 , Ilim —=0
xo+4m X x—40o X x—o+wo X X =+ N& xo—-wn X x—--—o X x——wo X

, . 1 . .
La courbe représentant la fonction x — 7 admet ’axe des abscisses comme asymptote en +oo ; les trois autres courbes admettent cet axe
X
comme asymptote en +oo et en —oo.

Remarque :
Une fonction n’a pas forcément une limite finie ou infinie quand x tend vers +o. ( Par exemple x+—sinx , x+—cosx ...)

C) ASYMPTOTE OBLIQUE

Définition :

Soit a (a#0) et b deux réels et C la courbe représentant une fonction f dans un repére.
Dire que la droite d’équation y =ax + b est asymptote oblique a C en +
(respectivement en —oo) revient a dire que :

lim (f (x)—(ax+5))=0 (respectivement lir{l (f(x)=lax+b))= 0)

x— 4o x——w

Remarque : La distance MN tend vers
Une fonction peut avoir une limite infinie lorsque x tend vers +oo ou vers — o sans que sa courbe 0 quand x tend vers +oo .

possede une asymptote. (c’est le cas de la fonction carrée)

2) LIMITE EN a (avec a réel)

Lorsque que 1’on définit la limite d’une fonction f enun réel @ , on considére que :
. a €D 1

e Ou aestunebornede D,
A) LIMITE INFINIE EN ¢ ET ASYMPTOTE VERTICALE

Définition :

Soit f une fonction.

o Intuitivement, dire que f a pour limite +co en a , signifie que
lorsque x prend des valeurs de plus en plus proches de a, « les nombres
1 |x) correspondants finissent par étre aussi grands que I’on veut ».

On note :

lim f (x) =400

x—a

On définit de la méme fagon 1im flx)=—o0

—a

e Ondit que la droite d’équation x=a est asymptote verticale

. Lorsque x prend des valeurs de plus en plus proches de a , la
ala courbe C. que X p p plus p

courbe Cf finit par se situer au dessus (et en dessous pour la
deuxieme figure) de n’importe quelle droite horizontale .

Remarque : c,
11 arrive souvent qu’on soit amené a définir des limites '
«d’un seul coté de a». D
Naturellement, on introduit les notions de limite a droite en a ans cc cas
et de limite a gauche en a et on note :
lim f (x) et lim f (x) ouencore 1im flx) o lim f(x] 7 A
xX—a X—a X —a X —a -
xX>a x<a Q:
Oli a r
Exemples :
.1 1 o1 . 1
. lim —=+c | lim =+ | lim —S=+w lim —==+o0
x—=0 X x=0" X x—=0" X x=0' \/)_C
.1 1 .1
. lim —=—c | lim 5=+ | lim —<=-o
x—=0 X x=0 X x=0 X
Les courbes représentant ces fonctions admettent I’axe des ordonnées comme asymptote verticale.
- Cours - auteur : Pierre Lux -
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B) LIMITE FINIE EN a

On a déja vu la notion de limite finie en zéro dans le chapitre sur la dérivation en premiére.
La notion de limite finie en a est identique ...

Définition :

Soit f une fonction telle que a soit dans son ensemble de définition Df ou soit une borne de Df et soit L un réel donné.
Intuitivement, dire que f a pour limite L en a, signifie que lorsque x prend des valeurs de plus en plus proches de a « les nombres f (x)
correspondants viennent s’accumuler autour de L».

Onnote: lim flx]=L

Remarques :
o  De maniére plus mathématique (moins intuitive ...) :

Tout intervalle ouvert contenant L finit par contenir toutes les valeurs 7 (x). On écrit aussi :

Pour tout (£ > 0] (aussi petit qu’il soit) les nombres f (x| finissent par se situer dans I’intervalle JL—¢; L+l

¢  Onadmet que si une fonction f est définie en « etsi f admet une limite finie en a , alors :

lim f(x)= f (a)

C’est le cas, en tout point de I’ensemble de définition, des fonctions polyndmes, rationnelles et trigonométriques, de la fonction racine
carrée ...et des composées de ces fonctions.

Cette remarque nous permet de déterminer rapidement la limite d’une telle fonction en tout point de son ensemble de définition.

lim VA’ +3=

x—4

. lim sin(3x+4)=
Exemples : '™ (3x ,

Attention : Comme nous le verrons en exercice, toutes les fonctions n’admettent pas forcément une limite finie en tout point de leur ensemble de
définition. (la limite a droite et la limite a gauche peuvent étre différentes...)

3) OPERATION SUR LES LIMITES

Ces opérations sont identiques a celles déja vues avec les suites.
Les théoremes qui suivent, présentés sous forme de tableaux sont admis.
Pour la plupart d’entre eux, ils sont naturels mais ... comme souvent en math, il y a quelques cas particuliers.

Par convention et pour simplifier :
e onnote lim f et limg les limites de f etde g , toutes les deux en a , en + ou en —o
o onnote par un point d’interrogation (?) les cas ou il n’y a pas de conclusion générale.
On dit qu’il s’agit de cas de formes indéterminées . Ces cas nécessiteront une étude particuliére chaque fois qu’ils se présenteront.

o Limitede £ f (ou k estun réel donné)

lim f L + 00 —
lim kf (avec k>0) kL +o0 —o0
lim kf (avec k<0 ) kL — o0 +o0

P 2 :
Exemple : Soit la fonction g définie sur R par g: x+— —— . Calculer hf; g lx)
x X

o Limitede f+ ¢

lim f L L L +o0 —o0 +o0
lim g L’ + 00 — 00 + 00 — 00 — 0
lim [f +g) L+L" +00 —© +00 — 0 ?
. . ) . P .
Exemple : Soit la fonction / définie sur R, par /: x+— Vx -7 Calculer Xlerw hlx)
- Cours - auteur : Pierre Lux -
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o Limitede /X g

lim f L L>0 L>0 L<0 L<0 + o0 +o0 —o 0

lim g L’ + 00 — + 00 — 0 + o — 0 — o0 +o00 ou —oo

lim (/% g LXL’ +o0 —w —o0 +o0 + 00 — +0 ?

Exemple : Soit la fonction / définie sur IR” par /: x +— (x+2) “x . Calculer lxl_?(} hix)

o Limite de é

lim f L L +o0 +0o0 — 0 — 0 + o0 L>0 L>0 L<0 L<0 0

Oou —o0 || Ou 400 ou +oo ou —oo ou —oo
lim g L’ + o0 L’ >0|L’'<0 | L’>0|L’<0 | 4+ 0 enrestant | 0 enrestant | O en restant| O en restant 0
ou —o ou —oo | Ppositive négative positive négative

limi L 0 +o —o0 —o0 +o0 ? +o0 —® —© +o0 ?

g L’

Cas ou la limite de g n’est pas nulle

Remarques :

Cas ou la limite de g est nulle

» «0 en restant négative ou positive » signifie que g garde un signe constant au voisinage de a , en +oo0 ou en —oo suivant les cas.

o Onnote Xl_i)IPw glx)=0

« Onnote Xlirflw glx)=0

Exemple : Soit la fonction 4 définie sur R’ par h:xw—

4) LIMITE D'UNE FONCTION COMPOSEE

Propriété : admise

Vx

. Calculer

Y
pour indiquer que g(x) tend vers 0 en restant positive.

" pour indiquer que g (x) tend vers 0 en restant négative.

lim 7 (x)
20

Soit f, g et h trois fonctions telles que 1 (x)=g (A (x]).

gj lim hix)=b etsi lim glx)=c alors 1im flxl=c¢
x—b ’ x—a

x—a

Chacune des lettres a, b et ¢ désigne soit un réel, soit + oo, soit —oo.

Preuve intuitive : cas ou a, b et ¢ sont des réels.

Dans la pratique, on cherche d'abord la limite 5 de /
en a, puis la limite de g en b.

Ona 11311 h(x)=b_ pjnsi , lorsque x tend vers a, les nombres #(x) se rapprochent de b .

Posons /4 (x)=X .Onaalors f (x)=g(X).

Lorsque les nombres X tendent vers b, alors les nombres g (X se rapprochent de ¢, puisque llinb g lx)= c.

On en déduit que lim g (h(x])=c

Exemple : Soit f (x)]=v2x’—3x+5 . Calculer xlil?w

Remarque :

f(x)

Le procédé est identique pour une suite définie par u,= g (v, . (par exemple la suite définie par u, = 2 =3+ 5)

4 - limites de fonctions - Cours éléve- auteur : Pierre Lux - page 4/6 -

57/214



5) THEOREMES DE COMPARAISON

A) THEOREME DES GENDARMES

Soit f, g et h trois fonctions définies sur un intervalle |b ;+ o[ ou b est un réel et soit L un réel donné. | Ce théoréme reste valable pour des
limites en —oo et en un réel a.

. . lim (x)= lim Zlx)=L lim xl=L 11 suffit dans les hypothéses de
Si pour tout x € ]b > +oo[, g x)< A (x)<hlx) et gl ) , alors, X+ J lx] modifier le domaine de validité des

x =+ x =+
inégalités.

Exemple :

Soit f (x)= % . Calculer Xlinfx f{x]

B ) COMPARAISON A L'INFINI

Propriété :

Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle |b ;+ o[ ol b est un réel.

« Sipourtout x€p;+w| glx)< flx) etsi 1m g (x) = +o0 Jalors  lim f (x)=+0 Ce théoréme reste valable pour

' X o des limites en —oo.

o Sipourtout x€p;+o| flx]<glx] etsi Xlil}:‘w g lx)=—o , alors xlin}w flx)=—o0

Preuve :

Soit M >0.

lim g [x)=+oo , il existe donc un réel m tel que, si x>m , alors g (x|€|M ;+o[,

Xt
Or g [x)< f(x) . Onen déduit que, si x>m ,alors f (x)€]M ;+ o]
Ce résultat est vrai pour tout réel A >0 . Donc xliTm lx]=+o0

Le deuxiéme résultat se démontre de la méme fagon.

Exemple :

Soit f (x)=x—sinx . Calculer Xlil?w flx)

4 - limites de fonctions - Cours éléve- auteur : Pierre Lux - page 5/6 -
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6) RETOUR SUR LA FONCTION EXPONENTIELLE

A) LIMITES EN L’INFINI

Propriétés :

lim e*=0

x—o—ow

lim e*=+o0

X+

Preuve : exigible

B ) CROISSANCE COMPAREE

Propriété :

. . e"
Pour tout entier naturel #, on a : lim —, =t
x>+ X

Preuve : exigible

Pour tout entier naturel n , on considére la fonction f',, définie sur R’ par f, (x)=

£ est dérivable sur R, et pour tout *€R}, ona:

ex

xml

Remarque :

lim e*=+wo

X+

¢ En prenant »=0, on retrouve
X

. o . e
o En prenant n=1, on obtient une limite importante lim - =+
x>+

4 - limites de fonctions - Cours éléve- auteur : Pierre Lux - page 6

6 -
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-LIMITES DE FONCTIONS - MATH SPE chapitre 4 : I’ESSENTIEL DU COURS

Limites infinie en I’infini :

Géométriquement :
Lorsque x prend des valeurs de plus
en plus grande , la courbe finit par

se situer au dessus de n’importe quelle

droite horizontale .

Dans la pratique, on peut utiliser la
remarque suivante :

lim f(x)= lim f(—x]

x> =0 x>+ 0

http://pierrelux.net

Pour tout réel M >0 , les nombres f (x] finissent
par se retrouver dans I’intervalle |M ;+oo|

lim f(x]=

X =+

lim f(x)]=-

X — 40

+ o0

lim f()

x——w

[
Q i
f tendvers +co quand x tend
vers — 00

f apourlimite +o0 quand x
tend vers +co

f apourlimite —oo quand x
tend vers +oo

f apour limite — 00 quand x
tend vers — o0

De la méme facon ....

Limites finie en infini :

Géométriquement :

Lorsque x prend des valeurs de plus en plus grandes,
la distance MN tend vers 0 . La courbe C, se

rapproche sans cesse de la droite d’équation y=1L

Asymptote horizontale :

lim f (x): Pour tout £>0 (aussi petit qu’il soit) lim f (x):
o +oo les nombres f (x) finissent par se situer oo
# | W dans Pintervalle |L—e; L+g| L,

£lx) il N L
I
: ! en\+co |
) o Slx)
i L J
ol; x x ol 7
f apourlimite L quand x tend vers +oo f apourlimite L quand x tend vers — 00

I La droite d’équation y = L est asymptote horizontale a la courbe C, en +o. (ouen —w )

Asymptote oblique :
(hors programme, mais intéressant )

Dire que la droite d’équation y =ax+ b (a+#0) est asymptote oblique & C, en +o
(respectivement en —oo) revient a dire que :

lim (f (x)—(ax+b]/= (respectivement  lim [f (x]— ax+5]]=0) tend vers 0
X =+ X ==
Limite infinie en un réel a : lim f (x]=+o0 lim f (x)=—o0 lim f(x)J=—o0 ot lim f (x)=+o

Géométriquement :

Lorsque x prend des valeurs de plus en
plus proches de a , la courbe C; finit
par se situer au dessus (et en dessous pour
la deuxiéme figure) de n’importe quelle
droite horizontale.

Asymptote verticale :

|

Limite a gauche en a

Limite a droite en a

a pour limite
f a pour limite

+oo quand x tend vers a par valeurs inférieursa a
—oo quand x tend vers a par valeurs supérieures a a

f apour limite +o0 quand
x tend vers a

\%d vers a
la droite d’équation x =a est asymptote verticale a la courbe C

a pour limits

—oo quand x

Limite finie en un réel a :
a€D, ouestune borne de D ,

Continuité en a :

lim f(x)=

x—a

Pour tout (& > 0) (aussi petit qu’il soit) les nombres £ (x) finissent par se situer dans ’intervalle JL—¢; L+¢f

si lim f (x)=f (a)’ on dit que la fonction f est continue en a.

xX—a
C’est le cas, en tout point de I’ensemble de définition, des fonctions polynomes, rationnelles et trigonométriques, de la fonction racine carrée
fonctions.

...et des composées de ces

Opérations sur les limites :

Ces opérations sont identiques a celles déja vues avec les suites.

. .. .. 0
Attention aux formes indéterminées : «+ o0 - 0 » « 0OXoo » « % » « ) »
Limite d’une fonction Soit f, g et h trois fonctions telles que f° (x)=g(h(x)). |Danslapratique: Soit f(x)=V2x>~3x+5 . Calculer lim f|[x)
re yo: . ’ . X+
composée : Chacune des lettres a, b et ¢ désigne soit un réel, soit Posons X=2x*—3x+5 . Onaalors / (x)=vX

+ 0, soit —oo -
lim VX=+»

X+

lim X =+o0w et

x4m

gj lim A (x)=b

x—a

lim g (x)=c lim f (x)=
et si x> b § ) » alors x—>a S ( On en déduit par composition que lim f/(x)=+00 .

x>+

Théoréme des gendarmes :

Ce théoréme reste valable pour des limites en
—co etenunréel a .

11 suffit dans les hypothéses de modifier le

domaine de validité des inégalités.

Soit f, g et h trois fonctions définies sur un intervalle Jb s+ oo ot b est un réel et soit L un réel donné.

ot lim glx)=lim hlx)=L , alors,

Sipourtout x€lb;+o|, glx)< flx)<hlx) Jim Iim. xlin:gO flx)=

Théorémes de comparaison
en Pinfini (TCI) :

Ce théoreme reste valable pour des limites en
—00

Soit fet g deux fonctions définies sur un intervalle b ;+oo[ ou b est un réel.

o Sipourtout x€lp;+oo| glx)< flx] etsi xliTm g lx)=+w , alors xliTw flx)=
« Sipourtout x € b ; +oo] x)<glx) etsi Xl_if}}w glx)=—w , alors Xliwa(X):_w
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Limites de fonctions
Ex 4-1: Vrai ou faux

1)Si lim f(x):J'oo , alors :

x>+

a) Il existe un réel x tel f(x)>10’
b ) Pour tout réel A , il existe unréel m, tel quesi x>m , alors f(x)>A
c) Il existe un réel m , tel que pour tout réel Asi x>m , alors f(x)>A

d) dmeR ,telque x>m = f(x)>10"

2)Si f estcroissante sur R", alors Xlirg f(x)=+o0

3)si lim f (x]=-0,001 , alors il existe un intervalle de la forme

X+

Jm;+o| surlequel f est strictement négative.

4)Si f eststrictement positive sur R | alors }})IEO flx)=0

Ex 4-2 : Comprendre la définition

Traduire les limites ci-dessous a I'aide d'une phrase du type « Tout
intervalle ... finit par contenir toutes les valeurs f(x) pour x ...»

a) lim f(x)=+0

X+

py lim flx]=—c0

X+

c) lim flx)=5

X+

d) lim f(x):—oo

X>—o

Ex 4-3 : Conjecturer une limite — piéger la calculatrice

En utilisant la calculatrice ou un tableur, conjecturer la limite en +o des
fonctions suivantes :

1) f:x+—107°x"—10°x

corrections : http://pierrelux.net

3x°—2

2 X
) 9 10°x—4

3) h:x+—10x’-0,01x*

Ex 4-4 : Limite et position relative par rapport a une droite

Soit f une fonction définie sur IR et C sa courbe représentative dans
un repere (O; i, 77 .

Si C se situe au-dessus de la droite d'équation y=1, les résultats
suivants sont-ils possibles ?

lim f(x)=1

Xd>—w

a) lim f(x): +00

X400

b)

¢) lim flx)=—c0

X—+w

d) lim f[X):iwn

X?—0

Limite en a (avec a réel

Ex 4-5 : Comprendre la définition

Traduire les limites ci-dessous a 1'aide d'une phrase du type « Tout
intervalle ... finit par contenir toutes les valeurs f(x) pour x ...»

a) 1X1£r41 f(x)=+00

b ) lim f(X): +4

X+

c) lxl_?} f(X)Z—OO

d) lim f(X):4

X>—o0

Ex 4-6 : Vrai ou faux

Soit C la courbe représentative d'une fonction f dans un repére
0;7,77.
1)Si }}Ell fx)=+00 ,alors d:y=—1 est asymptote horizontale a C en

+00 |
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2)Si }}Ell f(x)=+00 ,alors d:y=—1 est asymptote verticale a C. 3)si lim f(x)=0 o lim glx)=—o0 Calors lim fixi -0
X2+ X2+ X340 g x

; — Ex 4-10 : Calculs de limites
3)Si xlirfll f(x)=+o0 ,alors d:x=—1 est asymptote verticale & C. x “ it

Déterminer les limites suivantes :

1) lim («/}+x+%)

X+

Ex 4-7 : Conjecturer une limite

En utilisant la calculatrice ou un tableur, conjecturer les limites suivantes :

1)\/1
3 i Rl | il
1)en -1, si elle existe, de f:x — (Tl)z 2) tha (3 X)(Xz +3x)
X
. . X
2)en 9, sielle existe, de f:x — T3 )
X— .
3) xliri (3—)(}(2+3x)

Ex 4-8 : Asymptotes

Soit C la courbe représentative d'une fonction f dans un repére 4) lim 3

(0 l_: Tj . Déduire, si possible, des limites suivantes I'équation d'une x2- 6=3x

asymptote a la courbe C .

a) lim f(x)=—c0

1
) 5) lim (2x+1+—
by fim [1x=3 X

¢) lim f(x)=+0

x> 1-

6) lim [4—x)(2x—4]

X>—o0

a) lim flxl=—z

. 1
e) lxl_r)rzl fx)=3 7) xliIE(BX71+x74)
f) Xl_i)rif(x)ZS

. 1
)

Opérations sur les limites

Ex 4-9 : Vrai ou faux

1)Si lim f(x)==c0 o lim glx)=—oo ,alors lim flx)

x>+w X3+ o g(X)

=1

4
9) lim [4—x*+ -
4—x

X2+

2y)si lim flxJ==c0 o lim glxJ==c0 4o lim flx)xg(x)=+c0
X+

X+ X3+
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X+

10) lim (3—

X>—o0

) 2) Pour que lim (f{x)g(x)]=0 , il suffit que l_i)m g(x)=0 )
1-2x X+

.o .. Ex 4-13 : Fonctions polynomes
Ex 4-11 : Formes indéterminées

Propriété :
. g lim f(x)=+oo _ ~ A~ L. ~ .
1 ) Donner deux fonctions f et g vérifiant S et En +00 eten —O0 un polyndme a méme limite que son mondme de plus haut degré
X2+

lim g(x]:+oo .
X340 telles que : 1) Montrer la propriété ci-dessus pour le polyndme
. P(x)=—8x’+14x"+8x+4

1) Iim (Flx-glx)=0

Xd+0

by lim (f(x}-gl)= =

X+

¢) Iim (F(x}-glx)=3

X+

2 ) Donner deux fonctions f et g vérifiant Xl_i)ri fIx)=0 ¢
lim g(x)=+o

x> -

telles que : 2 ) Déterminer les limites en +© eten —% des polyndmes :

ay lim (fx)g(x))=0 Q(x)=XTS—X73 et R(x=1-dx+5x

b) lim (f(x]g(x])=3

X>—w

¢y lim (Flxlglx)=—o

X>—ow

3 ) Donner deux fonctions f et g vérifiant IXIE(} flx)=0 et l;n; glxJ=0

telles que : . .
d Ex 4-14 : Fonctions rationnelles
a) lim f(x):O Propriété :
x>0 g(x) En +00 eten —O0 une fonction rationnelle a méme limite que la fonction formée par le
quotient des mondmes de plus haut degré.
1) Montrer la propriété ci-dessus pour la fonction rationnelle
. flx) 3x+2
b) lim =3 flxj=—
x>0 g(X) 4x°—5

c) Ef n'a pas de limite finie en 0.

Ex 4-12 : Logique

lim f(x)=0 )

X+

Soit f et g deux fonctions définies sur IR: .Ona

Les énoncés suivants sont-ils vrais ou faux ?

1) Pour que lim (f x)g(x])=0 , il faut que lim Q(X):O.

X+ X+
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2 ) Déterminer les limites en +o eten — des fonctions rationnelles :

(x):% hlx)=x=51
2x°=5 (3x2—5F

Ex 4-15 : Changement de forme - Asymptotes

) 6 x—25
Soit f la fonction définie sur IR -{4} par flx)= 2 x—8
1) Déterminer les réels a et b tels que pour tout x#4 ,
flx)=a+ b .
2x—8

2 ) Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

corrections : http://pierrelux.net

3) En déduire les équations des éventuelles asymptotes & C; la courbe

représentant f dans un repére orthogonal (0; T, 77
Ex 4-16 : Asymptotes
3x—7
Soit f la fonction définie sur R -{-2;2} par flx)= g
x2—

1) Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

2) En déduire les équations des éventuelles asymptotes & C; la courbe

représentant [ dans un repére orthogonal (O; i, Tj

Ex 4-17 : Déterminera, b etc ...

Soit f:x+— a+ ou a, b et ¢ sontdesréels et dont le tableau

de variations est donné ci-dessous :
X — 0 2

+00

-1

S —»

1) En observant le tableau, quel réel parmi a , b et ¢ peut-on obtenir
sans calcul ? Le donner .
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2) A partir de I'expression [ (x)=a+ , déterminer Xl_if; f(x) . Quel

X—cC
deuxiéme réel cherché obtient-on ?

3) Déterminer le troisiéme réel cherché et vérifier les réponses en tracant la
courbe représentative de f .

Ex 4-18 : Lever l'indéterminée
Déterminer les limites suivantes, aprés avoir levé I'indéterminée :

1) lim (x—\/;)

X+

2) lim 2XH%
x>+ X+2

corrections : http://pierrelux.net

Limite d'une fonction composée

Ex 4-19 : Calculs de limites

Déterminer les limites suivantes :

9x+2
1) lim =X
X>+w x—3

+2
2) lim (2%
X>—w x—3

3) lim 9x+2
x>3" x—3
4) lim

xss VX2—25

5) lim V=x'+2x'-7

X>—w

l+2
6) lim e*

X+
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Ex 4-20 : Lever l'indéterminée

Déterminer les limites suivantes, aprés avoir levé I'indéterminée :

1) lim (2 X— X2+3) (factoriser par x )

x> +w

Ex4-23:

Soit f et g deux fonctions définies sur IR telles que pour tout réel
a1 gl 1

xz 5 X 5
Quelle(s) limite(s) peut-on déduire pour les fonctions f et g ?

x#0

2) lim (2x—vx*+3] (factoriser par X )

X>—0

3) lim (X— v X2+1) (penser & l'expression conjuguée)

x>+

Ex 4-24 : Deux méthodes
Soit f la fonction définie sur RR" par f(x)=vx*+x .

1) Déterminer une fonction g telle que pour tout réel x=0 ,

f(x)=g(x) et Xlim 9(x]=* gy déduire Ia limite de f en +o .

S+w

Théorémes de comparaison

Ex 4-21 : Vrai ou faux

lim f(x)J=+e0

. 7 2
1) Si pour tout réel x<0, f(x|>x",alors "

1 : —
2) Si pour tout réel x>0, f(xJ<— ,alors M flx}=0
X X2+
. . lim flx) _
3) Si pour tout réel x>1, 1<f(x]<x , alors Xt 2 =0. 2 ) Retrouver cette limite en utilisant la limite d'une fonction composée.

X

Ex 4-22 : Limite par encadrement

Soit f une fonction définie sur IR telle que pour tout réel x#0 ,
1 1
X X

Déterminer la limite de f en +% eten —© .
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Ex4-25:

Soit f une fonction définie sur IR telle que pour tout réel x,
x<f(x)]<x+1.

1) a ) Déterminer les limites de f en +co eten —% .

b ) Peut-on grice aux hypothéses dire si f admet une limite en 0 et si oui
laquelle ?

flx)

2 ) Déterminer la limite de la fonction x+— en +oo eten —% .,

Ex 4-26 :

Soit f lafonction définie sur [5;+o0] par flx)=

xﬁ
wul

1
1) Démontrer que pour tout x=5, 0<f(X)<T (aide : 0<x—5<x )
X

2) En déduire la limite de f en +oo .

Ex 4-27 : Calculs de limites

1) lim e*—x*

X+

2y lim 3e'—4x'+x—5

X+

3 1. x__X4
m ——
) xa40 2 X —5e

4) lim e*—2x
X>—0
X 4
5) lim
X>—0 2_5€X
6) lim ex2—2x+1

X3+

7) lim xe *

X+

Déterminer les limites suivantes :

corrections : http://pierrelux.net

Avec la fonction exponentielle
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1,
8) lim (x+1)e ?

X+

EN ROUTE VERS LE BAC

Ex 4-28 : Baccalauréat S centres étrangers juin 2011 — Ex 4-4 (extrait)

corrections : http://pierrelux.net

Ex 4-29 : Baccalauréat S Asie juin 2010 — Ex 4-4 (extrait)

Calculs de limites avec la fonction exp — tableaux de variations
Soient f et g les fonctions définies sur I'ensemble B des nombres réels par :

f@ =xe'™ et glx)=xPe'*.

Les courbes représentatives des fonctions f et g dans un repére orthogonal (O e VR ) ] sont res-
pectivement notées € et €. leur tracé est donné en annexe,

1. Etude des fonctions f et g
a. Déterminer les limites des fonctions f et g en —oc.
b. Justifier le fait que fonctions f et g ont pour limite 0 en +oco.

c. Etudier le sens de variations de chacune des fonctions f et g et dresser leurs tableaux
de variations respectifs.

Calculs de limites avec la fonction exp - asymptote
On note [ la fonction définie sur I'intervalle |0 ; +ec[ par:

F=get
X)==ex,
2
On note ¢ la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormal [O; 1
graphique est 1 cm.
1. Etude des limites
a. Déterminer la limite de la fonction f quand x tend vers 0.
b. Déterminer la limite de la fonction f quand x tend vers +oo.

c. Quelles conséquences peut-on déduire de ces deux résultats, pour la courbe €?

68/2

.T]. Lunité

14



4 : Limites de fonctions : exercices - page 9

Ex 4-30 : Baccalauréat S Polynésie sept 2010 — Ex 4-4 (extrait)

Calculs de limites avec la fonction exp — tableaux de variations
Soit g la fonction définie sur [0; +oof par g(x) =e* —xe* + 1.

1. Déterminer la limite de g en +co.
2, Etudier les variations de la fonction g.

3. Donner le tableau de variations de g.

Ex 4-31 : Baccalauréat S centres étrangers juin 2009 — Ex 4-4 (extrait)

Calculs de limites avec la fonction exp — tableaux de variations

Soit n un entier naturel.
On note fy, la fonction définie sur I'ensemble B des nombres réels par :

e X

x)=—
Fnlx) =
On note €, la courbe représentative de f, dans un repére orthogonal [0; _1' _f] Les courbes

‘6o, 61, ‘62 €163 sont représentées ci-dessous :

Wl

corrections : http://pierrelux.net

Partie A : Quelques propriéiés des fonctions f, et des courbes€,

1. Démontrer que pour tout entier naturel n les courbes %), ont un point A en commun. On
précisera ses coordonnées.

2. Frude de la fonction fj
a. Etudier le sens de variation de fo.

b. Préciser les limites de la fonction fy en —oo et +oo. Interpréter graphiquement ces li-
mites,

¢. Dresser le tableau de variation de la fonction f; sur R.
3. Etude de la fonction f;
a. Démontrer que fo(x) = fi(—x) pour tout nombre réel x.
b. Endéduire les limites de la fonction fj en —oc et +oo0, ainsi que son sens de variation.

c. Donner une interprétation géométrique de 3. a. pour les courbes € et €.
4. Frude de la fonction f,, pour n =2
a. Vérifier que pour tout entier naturel n = 2 et pour tout nombre réel x,ona:
fn(x} =

eny 4 eln=1x"

b. Etudier les limites de la fonction f;, en —co et en +co.
c. Calculer la dérivée f(x) et dresser le tableau de variation de la fonction f,, sur R.
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Chapitre 5 - DERIVATION : COMPLEMENTS

Dans ce chapitre j’utilise déja les fonctions In, cos et sin qui seront étudiées en détail plus tard.

1) LA NOTATION : vou

Définition :

Soit une fonction v, définie de E dans F, et une fonction u, définie de F dans G, la composée de v et u ( on dit aussi la composée de v
suivie de u) est la fonction définie de E dans G qui a tout élément x de E fait correspondre v (u(x))

On note v(u(x)):(vou)(x)

On lit « vrond u »

Exemple : Soit les fonctions v et u définies sur IR par vix)=2x—1 et ulx)=x*

Les fonctions v et u étant définies sur R | il en en est de méme pour vou et uov
Pour tout x€IR ,ona :

(Vou)(X): et (uov)(x):

Exemple : Soit les fonctions vetu définies respectivement sur R, et R par vix)=In(x) et ulx)=—x

xeD <
vou

Pour tout x<0, on a :
(voul(x)=

xe€D <
uovy

Pour tout x>0, on a :
(wov)(x)=i

Remarques :

- En général (sauf exception), ona vouz#uov et les ensembles de définition peuvent étre totalement différents.

- On peut composer une fonction avec elle méme : onnote  fo f° :fz , fofof= f3
- On admet le résultat bien pratique et trés intuitif : « la composée de deux fonctions croissantes est croissante »

Propriété : admise

Soit v une fonction dérivable sur un intervalle J et u est une fonction dérivable sur un intervalle 7, telle que pour tout x de 1, u (x)
appartienta J. ;
Alors la fonction f'définie par f (x)=(vou)lx)=vlu (x]) est dérivable sur / et pour tout x de /,ona:

Fx)=u(x)xv" (ulx))

Remarque : Cette propriété est proposée sur un intervalle . Elle reste vraie sur des réunions d'intervalles.

Quelques situations classiques : (présentées sans les problemes de définition et de dérivabilité)

flx)=Vulx] v u'lx)

S (x)—zm
f(X):[u(X)]" ('n un entier non nul ) frixl=nu (x)[ulx)]
Flx)=1In(u(x)) f'(x)_uu’[(;))
flx)=e fx)=u'(x)e""
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Exemple : Calcul de la dérivée de la fonction f définie sur 10 ;4 o0] par f(x)=v2x’

Exemple : Calcul de la dérivée de la fonction f définie sur R par f (x)= 3x2+1f

Exemple : Calcul de la dérivée de la fonction fdéfinie sur R* par f (x)=sin (%)

Pour tout x €R” , on pose : flx)=vlulx)) ouv:xrsinxetu:x— %
La fonction v est dérivable sur R et pour tout x€R , ona: v'(x)=

La fonction u est dérivable sur R et pour tout x eR", ona:u'(x)=

(Pour tout x# 0 , on a bien stir u (x)€R ... Dans la pratique, quand la fonction v est dérivable sur IR , cette vérification n'est pas nécessaire )
On en déduit que £ est dérivable sur R™ et pour tout x#0,ona: f'(x/=

2) DERIVEES SUCCESSIVES

Définition :

Soit / une fonction dérivable sur un intervalle I.
Sa fonction dérivée f' s’appelle dérivée premiére (ou d’ordre 1) de f.

Lorsque f' est dérivable sur I , sa fonction dérivée estnotée f“ . f” estappelée dérivée seconde (ou dérivée d’ordre 2 ) de f.

Par itération, pour tout entier naturel n =2 , on définit la fonction dérivée n-iéme (ou d’ordre n ) comme étant la fonction dérivée de
la fonction d’ordre n — 1 .

Notation: f"'=f" etpourtoutn=2, f"=(7"")" .

Exemple : [ :x +> x° est dérivable sur R etona
3) FONCTIONS CONVEXES ET CONCAVES

A) DEFINITIONS

Définition :

* Une fonction f, définie, dérivable (donc continue) sur un intervalle I est convexe sur I si sa représentation graphique est entierement
située au-dessous de chacune de ses sécantes entre les deux points d’intersections.

* Une fonction f; définie, dérivable (donc continue) sur un intervalle I est concave sur I si sa représentation graphique est entiérement
située au-dessus de chacune de ses sécantes entre les deux points d’intersections.

Autre définition :

 Une fonction f, définie, dérivable (donc continue) sur un intervalle I est convexe sur [ si sa représentation graphique est entiérement
située au-dessus de chacune de ses tangentes.

* Une fonction f; définie, dérivable (donc continue) sur un intervalle I est concave sur I si sa représentation graphique est entiérement
située en-dessous de chacune de ses tangentes.
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Exemple :
La fonction £ :x+> x” est La fonction [ :x+> e" est

La fonction f:x+ Inx est

y=lIn(z)

B) LIEN AVEC LA DERIVEE

Propriété : admise

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle 1.
* fest convexe sur I si et sculement si sa dérivée est croissante sur I.

* f'est concave sur I si et seulement si sa dérivée est décroissante sur 1.

C)LIEN AVEC LA DERIVEE SECONDE

La dérivée de la dérivée étant la dérivée seconde, on en déduit facilement cette nouvelle propriété ...

Propriété :

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle 1. . L. . , C o
/ Si f estdérivablesurl etsi [~ estaussidérivable

. . L. . sur I, alors on dit que est deux fois dérivable sur I
* fest convexe sur [ si et seulement si sa dérivée seconde est positive sur I. > que f T

* fest concave sur [ si et seulement si sa dérivée seconde est négative sur I.
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Preuve : exigible

Montrons que si la dérivée seconde f  est positive sur un intervalle I, alors la courbe représentative C, de f est au-dessus de chacune de

ses tangentes, ce qui signifie que f est convexe.

Soit a€l , Ala; fla)) unpointde C, et T,:y=flallx—al+fla) latangentea C, au pointA.

On note , pour tout x€I :

g lx)=flallx—al+ fla) et

d, est dérivable sur I, et pour tout x€I ,ona: d, (x)

=flx)-g,lx)=

L=}

On en déduit que C, est au dessus de la tangente T, .

Ceci étant vrai, pour tout réel a €1 , on en peut donc dire que

de chacune de ses tangentes.

4) POINT D’INFLEXION
A) DEFINITION

C; estau-dessus

Définition :

Un point d’inflexion est un point ou la représentation graphique d’une

fonction traverse sa tangente

B) LIEN AVEC LA CONVEXITE

r

Propriété :

Dire que la courbe représentative d’une fonction traverse sa tangente en un
point signifie que la fonction change de convexité en ce point.

Cela se traduit par un changement de signe de la dérivée seconde en ce point.

—— o —— -

3
= il
Convexe
1 2 3

Exemple : Mise en évidence par le calcul du point d’inflexion de la fonction £ :x+— x° .

La fonction cube est définie et dérivable sur R et pour toutréel x ,ona: f’
S estaussi dérivable sur R et pour tout réel x sa dérivée seconde est f “(x)

La fonction change de convexité en 0, la courbe admet donc un point d’inflexion qui est 1’origine du repére

x)=
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- DERIVATION : COMPLEMENTS - MATH SPE chapitre 5 : [’ESSENTIEL DU COURS

En général

La composée devetu :

Dérivée :

Quelques situations
classiques :

http://pierrelux.net

vou#uoy — ¢2 =7

fef=f"s fefef=f

Soit une fonction v, définie de E dans F, et une fonction u, définie de F dans G, la composée de v et u ( on dit aussi

la composée de v suivie de u) est la fonction définie de E dans G qui a tout élément x de E fait correspondre
v(u(x)) . On note v(u(x)):(vou)(x)

Soit v une fonction dérivable sur un intervalle J et u est une fonction dérivable sur un intervalle /, telle que pour
tout x de /, u (x) appartient & J. Alors la fonction f définie par f (x)=(vou)(x)=v(ulx)) est dérivable sur I et
pour tout x de /,ona:

frx)=u (x) v (ulx)

£lx)=vulxl f,(x)_%
f{x)=[u(x]]" (n un entier nonnul) £ =nu x[ulx)p !
£lx)=1nlulx] Frlx)= u'((;))
flx)=e” Frlx=u e

Dérivée n-iéme :

Soit f une fonction dérivable sur un
intervalle [.

Sa fonction dérivée f ' s’appelle
dérivée premiére (ou d’ordre 1) de f.

Lorsque f' est dérivable sur ] , sa fonction dérivée est notée f“ . f“ est appelée dérivée seconde (ou dérivée
d’ordre 2 ) de f.
Par itération, pour tout entier naturel » =2 , on définit la fonction dérivée n-ieme

(ou d’ordre n ) comme étant la fonction dérivée de la fonction d’ordre n —1 . ‘
n=2 , f(nJ:(ffn—l)) "

Fonction convexe :

Lien avec la dérivée :

Lien avec la dérivée
seconde :

Une fonction f, définie, dérivable (donc continue) sur un intervalle I est convexe sur I :
* si sa représentation graphique est entierement située en dessous de chacune de ses
sécantes entre les deux points d’intersections.

ouU
* si sa représentation graphique est entierement située au-dessus de chacune de ses
tangentes.

* f'est convexe sur I si et seulement si sa dérivée est croissante sur I.

On lit « v rond u »

Notation: f'"'= 7' et pour tout

* fest convexe sur [ si et seulement si sa dérivée seconde est positive sur I.

Fonction concave :

Lien avec la dérivée :

Lien avec la dérivée
seconde :

Une fonction f, définie, dérivable (donc continue) sur un intervalle I est concave sur I :

* si sa représentation graphique est entierement située au-dessus de chacune de ses

sécantes entre les deux points d’intersections.
ou

* si sa représentation graphique est entiérement située en dessous de chacune de ses

tangentes.

* fest concave sur [ si et seulement si sa dérivée est décroissante sur L.

* f'est concave sur I si et seulement si sa dérivée seconde est négative sur I

Point d’inflexion :

Lien avec la dérivée :

Un point d’inflexion est un point ou la représentation graphique d’une fonction traverse sa tangente

Dire que la courbe représentative d’une fonction traverse sa tangente en un point signifie que la fonction change de
convexité en ce point.

Cela se traduit par un changement de signe de la dérivée seconde en ce point.

o
S5
|
Il
B
e

.‘.n‘"‘ Convexe
0
2.1 o8

s >0
/<0

Point d'inflexion '/
/

7

La courbe traverse sa tangente
au point d’abscisse 0.
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Nombre dérivé d'une fonction en un réel a : quelques rappels
Ex 5-1 : Vrai ou faux : restituer les notions du cours

1) Pour savoir si une fonction est dérivable en a , on regarde la limite de

fla+h)—f(a)

h ~ lorsque h tend vers 0.

2 ) Pour savoir si une fonction est dérivable en a , on regarde la limite de

flx)—fla)

—a ~ lorsque x tend vers a .

3) Il est possible qu'une fonction ne soit pas dérivable en un réel a .

4) Si une fonction f est dérivable en a , la tangente a la courbe
représentative de [ au point d'abscisse a admet pour équation

y=f'la)(x—a)+fla) .

Ex 5-2 : Déterminer f'(a) d I'aide d'un graphique.

Dans chacun des cas ci-dessous, on considére la courbe représentative C;
d'une fonction f , et A un point de C; d'abscisse a .
Déterminer f'(a) .

1) 2) 3)

Ex 5-3 : Calculer le nombre dérivé

Déterminer si le nombre dérivé de la fonction f en a existe et, si c'est le
cas, calculer f'(a) .

1) fix — xVx , a=0

2) f:x — |x=3| , a=3

3) fix — X+x+1 | a=—1

4) f:x — X*Vx , a=0

5) f:x — |x=5| , a=3

corrections : http:/pierrelux.net
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Formules de dérivation : quelques rappels 2) Déterminer gof .
Ex5-4:

D représente un intervalle ou une réunion d’intervalles disjoints.
Soit u et v deux fonctions dérivables sur D et k un réel.

Fonction f Fonction dérivée f’ | Dérivable sur :
)| f:ix — k (keR)

2) fix — X
3) fix — x
4) fix — X"
(n EZ*)
5) ku
Ex 5-6 : La notation f’
6) u+v
Dans chacun des cas ci-dessous définir f>
7) uv

1 1X X
Si pour toutréel a de D, via)#0 ) fixo—

8) 1
v
9) u
v
Compléter :
Toute fonction polynéme est dérivable sur ... 2) fix e X

Toute fonction rationnelle est dérivable sur ...

La notation f°g ou vou
Pour les exercices concernant les composées de fonctions, il faut toujours

en premier lieu déterminer I’ensemble de définition de fog avant de
donner une expression de fog(x)

Ex 5-5 : Déterminer fog et gof

On considere les fonctions :

fix — et g:x — x+4

-3
1) Déterminer fog .

3) f:x+— 4x-3

Attention : Ne pas confondre cette notation avec la puissance d'une
fonction pour la multiplication des fonctions.

Par exemple, sin’ désigne couramment le carré de la fonction sinus.
Généralement, le contexte de 1’exercice, nous évite de faire cette
confusion malheureuse.
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Ex 5-7 : Trouver u et v

Dans chacun des cas, déterminer 1’expression des fonctions v et u telles
que f =vou .
Dans cet exercice, on ne tient pas compte des ensembles de définition.

1) fix = ——+5
2) fix — (2x-57-3
3 five
4) fix — 3x=5
5) f:x+— 3Vx—5
6) fix — "7

7) fix — 2e-5

8) fixr— e

corrections : http:/pierrelux.net

Ex 5-8 : Dérivées de fonctions composées

Sans se préoccuper des ensembles de définition et de dérivabilité,
déterminer dans chacun des cas de 1’exercice 7 les dérivées des fonctions
u, v puis f.

1) fIXI—)

4 1
+5 = ulx)|=——
—3 : v(x)=4x+5 et u(x) <—3

2) fix — (2x=5F=3 : v(x)=x*-3 et u(x)=2x-5

4) f:x — V3x=5 : v(x)=vx et ulx)=3x-5

5) f:x — 3Vx=5: v(x)=3x—5 et ulx)=vx
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6) f:x+— e : y(x)=e" et ulx)=2x-5

7) f:x +— 2e"~5 : v(x)=2x—5 et u(x)=e"

8) fix+— e*: v(x)=e" et ulx)=—x

Dérivées successives
Ex 5-9 : Dérivées successives

1) Dans chacun des cas ci-dessous, démontrer que la fonction proposée est
dérivable sur I, et calculer sa dérivée . Etudier alors si la fonction dérivée
admet une dérivée seconde sur I, et si c'est le cas, calculer cette dérivée
seconde.

a) fix — x*=3x’+2 sur R

b) gix— 1 sur ]0;+o0]
X

corrections : http:/pierrelux.net

¢) hix)=Vx sur [1;3]

d) i:x— (—2x+1} sur R

2 ) Lorsque c'est possible, on peut continuer la dérivation . On obtient
alors les dérivées successives de la fonction f :dérivée troisieme f 19) s
dérivée quatriéme f(‘“

Calculer, lorsque c'est possible, les dérivées troisiéme et quatriéme des
fonctions vues précédemment.
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Convexité, concavité, peints d’inflexion

Ex 5-10 : A partir d’une courbe
Pour chaque courbe, déterminer les intervalles sur CONCAVE V5. CONVEX
lesquels la fonction f est convexe ou concave. i
Préciser les éventuels points d’inflexion .

On considére que le comportement de la courbe se poursuit de maniére
identique en dehors de la fenétre.

1) 4
g_|
Ly 2
T
3 ,-1'_ |
4

2) Y
i

14~
,‘_.f'v
—p—=T "
F=ahV] ¥ B
=11
3) ]
2-

4) 'y
S
Fladi Bal 4
¢ I-‘ \ -
. N,
191 1 2
=11

Ex5-11 : A partir d’une courbe

Parmi les trois courbes ci-dessous,
déterminer celle qui représente une
fonction f vérifiant :

- f estconcave sur [-4; 2] et
sur [4; 5]

T s Ko T
. . . -4-3-2-19] 1 2 3™ §
- [’ s’annule au moins trois fois S N
\ ] g
X 14 l ) ¥

- la représentation graphique de f LY

T { T T
admet quatre points d’inflexion. 432301 1 2 3

corrections : http:/pierrelux.net

Ex 5-12 : A partir d’un tableau de variation de f’

Voici le tableau de variation de la fonction f’ d’une fonction dérivable
sur R .

-2

f(x)

1) Déterminer le sens de variation de f

2 ) Déterminer la convexité de f

3) Tracer dans un repére une courbe pouvant représenter f .

Ex 5-13 : A partir du tableau de signe de de f”

Voici le tableau de signe de la fonction [ d’une fonction deux fois
dérivable sur R .

- 00

-4

f(x 0 -

1) Déterminer le sens de variation de f’

2 ) Déterminer la convexité de f ainsi que les abscisses des éventuels
points d’inflexion.

3 ) Tracer dans un repére une courbe pouvant représenter f .
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Ex 5-14 : Position par rapport aux tangentes et inégalités

V4

Dans le repére ci-contre, on a représenté la " Vil

courbe de la fonction f définie sur R par /”
1,3 - iy * /

f(X):E X+ ZX—l ainsi que sa tangente \ 2 /

au point d’abscisse 2. 8 J10{i T 4

1) Déterminer graphiquement la convexité de f sur I’intervalle [-4 ; 4].

2) Pourquoi peut-on étendre ce résultatd R ?

1 3 11
3) En déduire que, pour tout x€R ,ona 0 x2+Zx—1>Tx—3

4) Montrer alors que x*>4 x—4

Ex 5-15 : Position par rapport aux tangentes et inégalités

f estla fonction définie sur [0;+00[ par f(x]zx/} .
Onnote C; sa courbe représentative dans un repére.
1) Rappeler la convexité de f .

2) Déterminer une équation de la tangente 8 C; au point d’abscisse 1.

1 1
3) En déduire que, pour tout x de [0;+o0] | \/;<EX+E

corrections : http://pierrelux.net

Ex 5-16 : Convexité a partir de la courbe représentative de f’

Dans un repére, on a tracé la courbe C;. de la fonction dérivée d’une
fonction f' dérivable sur un intervalle [-4 ; 2].
Déterminer, par lecture graphique, la convexité de f .
A
<]
/
T T A T T
-4 342 1190\ 1 2
/ 103N

& /
| Lo \V/

Ex5-17 :

Dans chacun des cas, déterminer la convexité de la fonction et préciser les
abscisses des éventuels points d’inflexion.

1) f est une fonction deux fois | 1
dérivable sur [-4 ; 2] dont la dérivée " T e 1y A s " ol | 2
est représentée ci-contre. -1 ¢

o I

B — it b T
-4 73717_11 12
¥
L I e S

2) g estune fonction deux fois
dérivable sur [-3 ; 1] dont la dérivée g”
est représentée ci-contre.

Ex 5-18 : Lien entre les représentations graphiques de f et f*

Dans un repére, on a tracé la courbe représentative d’une o i
fonction f deux fois dérivable sur [-1 ; 3]. 64 I
|
4 I"
Parmi les trois courbes ci-dessous, laquelle représente s~/
celle de la fonction dérivée seconde f“ de f ? 1) . e
12
14
|

Etude du signe de f"pour déterminer la concavité
Ex5-19:

f estla fonction définie sur R par f(x)=2x’-3x°—12x+4
1) Déterminer le signe de f“(x) suivant les valeurs de X .
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2 ) En déduire la convexité de f .

3) Vérifier le résultat a I’aide d’une calculatrice.

Ex 5-20 :

f estla fonction définie sur R par f(x)=x"'+2x*+12x°~8x—6
1) Déterminer le signe de f (x) suivant les valeurs de x .

2 ) En déduire la convexité de f .

3) Vérifier le résultat a 1’aide d’une calculatrice.
Ex5-21:

[ estla fonction définie sur R par f(x)=x"—10x*+36 x*+1
1) Déterminer le signe de f (x) suivant les valeurs de X .

2 ) En déduire la convexité de f .

3) Vérifier le résultat a ’aide d’une calculatrice.

Ex 5-22:

2
X

f estla fonction définie sur IR par f(x):ex—7+7

1) Déterminer le signe de f (x) suivant les valeurs de x .

corrections : http:/pierrelux.net

2) En déduire la convexité de f .

3) Vérifier le résultat a 1’aide d’une calculatrice.

Ex 5-23 : Position par rapport aux tangentes

+3
Soit f la fonction définie sur R—{1} par f(x)= j:_ 1

Onnote C; sa courbe dans un repére.
Etudier la position des tangentes & C; en 4 et en -4 par rapport a la
courbe C; .

Ex 5-24 : Famille de fonctions

Pour tout entier n , on considére la fonction f, définie sur R par:
falx)=
" 1+e”
Onnote C, la courbe représentative de fo.

Montrer que C, admet un point d’inflexion pour tout entier n .

+nx
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Ex 5-26 : Position par rapport aux sécantes et moyenne

1) En utilisant les représentations graphiques ci-dessous, compléter les
propriétés suivantes que nous allons seulement conjecturer.

-Si f estune fonction convexe sur un intervalle I, alors :

1)

B(b, £(b))

-Si f estune fonction concave sur un intervalle I, alors :

(&3

Ex 5-25 : Au moins deux points d’inflexion

Soit [ la fonction définie sur R par f(x)=ax*+bx*+cx*+dx ou a,
b, ¢ et d sontdesréels avec a#0 . B(b, f(b))

Déterminer a quelle condition la courbe représentative C; de f dansun
repere admet au moins deux points d’inflexion. 2)Soit a et b deux réels strictement positifs, tels que a<b .
Dans chaque cas, démontrer I’inégalité en étudiant la convexité d’une
fonction bien choisie.
a+b
e < e”+eb

2

a)e

a+b _ Ja+Jb

=

D)y 2

2 1,1
at+b 2a 2b

c)

a’+2ab+b> _a’*+b’
d) <
4 2
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EN ROUTE VERS LE BAC

Ex 5-27 : Baccalauréat ES Métropole juin 2014 - Ex 5-4

Fonction exp — TVI - Convexité

On injecte 3 un patient un médicament et on mesure régulierement, pendant 15 heures, la

concentration, en grammes par litre, de ce médicament dans le sang.

On obtient la courbe fournie en annexe 2.
A. Ftude graphique

Avec la précision permise par le graphique, indiguer :

1. la concentration a I'instant initial ;

2. l'intervalle de temps pendant lequel la concentration est supérieure ou égale 40,4 gramme

par litre.

On fera apparaitre sur le graphique les traits de construction nécessaires.

Concentration (g/L)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Temps (en heure)

B. Etude théorique:

On admet que la concentration peut étre modélisée par la fonction f définie sur I'intervalle
[0; 15] par f(x) = (x+2)e~"5*, oi1 x représente le nombre d’heures écoulées depuis I'instant
initial et f(x) la concentration, en grammes par litre, du médicament dans le sang.

1. On note f la fonction dérivée de la fonction f. Justifier que f'{x) = -0,5xe~%* eten
déduire le tableau de variation de la fonction f sur [0; 15].

2. Justifier que I'équation f(x) = 0,1 admet une unique solution a sur l'intervalle [0;15].
3. Déterminer un encadrement de @ d'amplitude un dixieme.

4. Un logiciel de calcul formel donne le résultat ci-dessous :

1 deriver ((x+2)»exp(-05=1])

expi~0.5x)— {15 » expi—0.51) « (x+2)

2 | deriver (exp(-0.5=x)-05exp/-0.5=x)=(x+2)]

—expl-0.5s 1) +0.25 5 exp(~05 = 1) s (x+2)

3 | factoriser (—expi—0.5%x)+0.25  exp—05 e x) = (14 2))

0.25 & x - 0.5) » exp(-0.5s 1)

En vous appuyant sur ces résultats, étudier la convexité de la fonction f sur l'intervalle
[0; 15] et préciser I'abscisse d'un éventuel point d'inflexion.

C. Interprétation des

En vous aidant des résultats obtenus, soit dans la partie B, soit par lecture graphique et sans
justifier, répondre aux questions ci-dessous.

1. On estime que le médicament n'est plus actif lorsque la concentration est strictement
inférieure & 0,1 gramme par litre. Pendant combien de temps le médicament est-il
actif?

2. Aubout de combien d'heures la baisse de concentration ralentit-elle ?

corrections : http:/pierrelux.net
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Chapitre 6 - CONTINUITE

1) DEFINITION

Définition :

Soit / une fonction définie sur un intervalle /. Remarque :
. Soit @ un réel appartenant a 7 . On dit que f est continue en a,si 1M/ lx)=f la) )
T lim [ (x)=/ld) =

x—a

. Ondit que festcontinue sur /,si f estcontinue en tout réel a de /.

Graphiquement, si on peut tracer la courbe d’une Une fonction n'est pas continue en un réel a lorsque la
fonction sur un intervalle / sans lever le stylo de la courbe a une discontinuité en a, elle fait un "saut".
feuille, alors on peut dire que la fonction est continue.

‘e

Exemple 1 :
. Lafonction x — x” est une fonction continue en tout réel a de IR, elle est donc continue sur R.

. 2_ 2 . , . ,
On peut le justifier en démontrant que lim x"=a" | c'est-a-dire en démontrant que x” est aussi proche que I'on

x—a

veut de ¢” lorsqu'on prend x assez proche de a.

Exemple 2 :
. Considérons la fonction x +— E(x) appelée fonction "Partie entiére" et qui, a tout réel x associe le plus grand entier inférieur ou égal & x.

E(2,5)= E(-2,4)= E(1,9999) = EQ2) =

Si n est un nombre entier, alors E(n) = et pour tout x E[n ;n+ 1[, ona E(x)=

Cette fonction n'est pas continue en n avec n€Z

En effet lorsque x est trés proche de n par valeurs inférieures, E(x) n'est pas trés proche de E(n). 1t —

La fonction "Partie entiére" est une fonction dite "en escalier". — 0 ; —
La courbe fait "un saut" pour chaque valeur de x entiére. —t

Notations courantes : - calculatrices : int(x) floor(x) partEnt(x) intx
- tableur : ent()

2 ) FONCTIONS DE REFERENCES

Propriété :

Les fonctions polyndmes, les fonctions rationnelles, la fonction racine carrée, les fonctions sinus et cosinus, les fonction logarithmes et
exponentielles sont continues sur tout intervalle sur lequel elles sont définies.

La somme, le produit, le quotient, la composée de fonctions continues est une fonction continue sur tout intervalle sur lequel elle est définie.

Remarques :
. Les démonstrations de ces propriétés se font en utilisant les propriétés des limites.
. La plupart des fonctions qui seront étudiées seront des fonctions continues.

. Il est convenu que, dans un tableau de variations, les fléches obliques indiquent que la fonction est continue et strictement monotone.

- - auteur : Pierre Lux -
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3) DERIVABILITE ET CONTINUITE

Propriété :

Soit f une fonction définie sur un intervalle / et a est un réel de /.

Si f est dérivable en a, alors f est continue en a.

Preuve : non exigible

Si f est dérivable en a, alors lim W= f'lal
Posons ¢ (mzw— f'la)

h

1 est alors immédiat que  lim € (7)=1lim (M —f ’(a))ZO

h>0 h=>0

Deplus,ona fla+hl— fla)— f'la)xh=helh) donc fla+h)=fla)+f ' (a)Xh+heh)

Les propriétés sur les limites permettent d'affirmer que }}f& (flal+ f "la)xh+he ()= fla)

Donc : lmz fla+hl=fla) = lim f(x)= fla)

xX—a
La fonction f est donc continue en a
Attention :

La réciproque de la propriété est fausse :

4) IMAGE D’UNE SUITE CONVERGENTE PAR UNE FONCTION CONTINUE

Définition :

Soit (u,] une suite et f une fonction définie sur un intervalle I contenant tous les termes de la suite (#,,) .

L’image de la suite (#,) par la fonction f estlasuite (/f(u,)) .

Exemple :

. e _ 2 e .
Soit (u,) la suite définie sur N par u,= o et f lafonction définie sur R™ par f(x)=vx .

+1

Pour tout entier naturel #n ,ona ¥, € R".

Ainsi, I’image de la suite (un) par la fonction f est la suite définie sur IN | par

Propriété :

Pour toute fonction f définie sur I’intervalle I et continue en L, la suite ( f (u,,)) converge vers le nombre (L) .

Soit (u,) une suite qui converge vers un réel L et soit I un intervalle tel que LET et pour tout entier naturel 7 , u,El .

Exemple : Retour sur [’exemple précédent

Ona lim u,=

n¥+o
Par ailleurs, la fonction f est continue sur IR, donc

Ainsi la suite (f(u,)] converge vers

6 - Continuité - Cours éléve - auteur : Pierre Lux - page 2
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Propriété : suite du type u,.,=f (“,,)

Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle 7, et soit une suite (M,,) telle que pour tout entier naturel #n , u,€1l et u,,,=f (Mn) .

Si (u,) converge versunréel LEI alors L=f(L).

Preuve : non exigible

(M ,,) converge vers L, on a donc

On a aussi

, on a le résultat voulu, c’est a dire f(L)=L

5) THEOREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES

Propriété : admise

Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle [ ,et a et b deux réels de /. £(b)
Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), il existe au moins un réel ¢ compris entre a et b tel que f(c)=k. k

o f(a)
Ce que l'on peut aussi exprimer sous la forme :

L'équation f (x)=k a au moins une solution ¢ comprise entre a et b.

6) FONCTION CONTINUE ET STRICTEMENT MONOTONE — COROLLAIRE DU THEOREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES

Propriété : Corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires ou théoréme des bijections

Soit f une fonction définie, continue et strictement monotone sur un intervalle [a ; b].

Pour tout réel k compris entre 1 (a) et f (b) (ouentre f(b) et fla) ),il existe un et un seul réel ¢ dans[a ; b] f(a)
tel que f (c)=k. k
Ce que l'on peut aussi exprimer sous la forme :
q p p e 1(b) .
L'équation f (x)=k a une unique solution ¢ comprise entre a et b. a ¢ b

Preuve : non exigible

La fonction f étant définie et continue sur [a ; b, le théoréme des valeurs intermédiaires peut s'appliquer et justifie 1'existence d'au moins un réel ¢ dans
[a;b]tel que flc) =k.

Supposons que fest strictement croissante sur [a;b).

Soit x ela ; b]

. six>c,ona flx)>fle) donc flx)>k, donc f(x)#k
. six<c,ona flx)<fle)donc flxJ<k, donc f(x)#k
Donc pour tout x#c¢ ,ona [ (x]#k

L'équation f (x)=k adonc ¢ pour unique solution dans [a ; b].

On raisonne de méme dans le cas o f est strictement décroissante sur [a ; b}.

6 - Continuité - Cours éléve - auteur : Pierre Lux - page 3 /4 -
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Remarques :

. Ce théoréme peut s'étendre a une fonction définie, continue et strictement monotone sur un intervalle ouvert éventuellement non borné en utilisant les
limites de f aux bornes de cet intervalle .

Par exemple :

- Si f est une fonction définie, continue et strictement croissante sur ]a ; b], alors pour tout réel & dans l'intervalle

I'équation f (x)=k aune solution unique dans Ja ; 5.

- Si f est une fonction définie, continue et strictement décroissante sur }—oo ; a[, alors pour tout réel k£ dans l'intervalle

l'équation f (x)=k a une solution unique dans |- al.

Attention : Si f est strictement décroissante il ne faut pas oublier d’inverser les bornes de ’intervalle image.

. Si f estcontinue et strictement monotone sur [a ; b} et si , alors I'équation /" (x)=0 aune solution et une seule sur [a ; b]

. Les théorémes précédents permettent de démontrer 1'existence d'une ou de plusieurs solutions a une équation, mais ils ne permettent pas de déterminer
la valeur de ces solutions.

On pourra en donner des valeurs approchées en utilisant des algorithmes (Méthode de balayage, méthode de dichotomie, méthode de la sécante,
méthode de Newton) ou les outils de résolution numérique d’une équation des calculatrices (basés sur la méthode de Newton).

- - auteur : Pierre Lux -

87/214



- CONTINUITE - MATH SPE chapitre 6 : I’ESSENTIEL DU COURS http://pierrelux.net

Continuité : Soit / une fonction définie sur un intervalle /.

) ) . Soit a un réel appartenant a / . On dit que f est continue en a , si lim f lx)=f la)
lim f(x}=f(a)=lim f(a+h)=f(a) x—a

. Onditque f estcontinue sur 7, si f est continue en tout réel a de /.

Graphiquement, si on peut tracer la courbe
d’une fonction sur un intervalle 7 sans lever

le stylo de la feuille, alors on peut dire que A
la fonction est continue. H
Une fonction n'est pas continue en un réel a lorsque la
Dans un tableau de variations, les 1 courbe a une discontinuitéen g, elle fait un "saut".

fléches obliques indiquent que la
fonction est continue et

strictement monotone. X 3
Un exemple fameux de fonction non continue :

La fonction "Partie entiére" (qui a tout
réel x associe le plus grand entier inférieur
ou égal a x ) est une fonction dite "en escalier".
La courbe fait "un saut" pour chaque valeur de
X enticre.

Fonctions de référence :
La plupart des fonctions qui seront
étudiées en terminale seront des
fonctions continues.

Les fonctions polynomes, les fonctions rationnelles, la fonction racine carrée, les fonctions sinus et cosinus, les fonction logarithmes et exponentielles sont
continues sur tout intervalle sur lequel elles sont définies.La somme, le produit, le quotient, la composée de fonctions continues est une fonction
continue sur tout intervalle sur lequel elle est définie.

La réciproque de la propriété est fausse :

Dérivabilité et continuité : I Soit f une fonction définie sur un intervalle I et a est un réel de /. la fonction racine carrée est continue en 0,
. P . mais elle n’est pas dérivable en 0.

Si f est dérivable en «, alors f est continue en a. P

Image d’une suite Soit (u”) une suite et f une fonction définie sur un intervalle I contenant tous les termes de la suite (un) .
convergente par une
fonction continue :

L’image de la suite (u,,) par la fonction f est la suite (f(u,,)) .

Soit (u,) une suite qui converge vers un réel L et soit I un intervalle tel que LEI et pour tout entier

Propriété :
- naturel n, u,€l .
Pour toute fonction f définie sur I’intervalle I et continue en L, la suite (f(u,)) converge vers le nombre f(L) .
Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle 7, et soit une suite (#,) telle que pour tout entier naturel
Propriété : n, u,€l et ”n+1=f(u,,) .

Suite du type ”n+1=f("n)
Si (u,) converge vers unréel LET alors L= /(L] .

Théoréme des valeurs Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle / ,
intermédiaires (TVI) : et a et b deux réels de /. 1)

Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), il existe au moins i :

un réel ¢ compris entre a et b tel que f(c)=k _

fla) H
a T h

Corollaire du TVI : Soit f une fonction définie, continue et strictement monotone

sur un intervalle [a ; b]. f8) 1 ;
Ce théoréme peut s'étendre a une k ;
fonction définie, continue et \
strictement monotone sur un Pour tout réel k compris entre f (a)et f (b) (ouentre f(b) et fla) si [ est fCb) :
intervalle ouvert éventuellement . .. . . . , . . -
non borné en utilisant les limites | Strictement décroissante ), il existe un unique réel ¢ dans[a ; b] tel que 1 (c)=k. a 3 b

de f aux bornes de cet intervalle

Ces théorémes permettent de démontrer 1'existence d'une ou de plusieurs solutions d’une équation, mais ils ne
Attention : permettent pas de déterminer la valeur de ces solutions.

On pourra en donner des valeurs approchées en utilisant des algorithmes (Méthode de balayage, méthode de

dichotomie, méthode de la sécante, méthode de Newton) ou les outils de résolution numérique d’une équation des

calculatrices (basés sur la méthode de Newton)

Avec une Tinspire :

; 3_.2 Terminé
Define Ax)=x~"-x“-1 ; . . .
9 donne une valeur approchée de la solution de 1’équation f(x)=0 sur
nSolve(Ax)=0,,1,2) 1.46557122188 1’intervalle [1;2]
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6 : Continuité : exercices - page 1

Continuité : maitriser le cours

Ex 6-1 : Vrai ou faux

corrections : http:/pierrelux.net

Continuité et représentation graphique

Ex 6-3:

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et C sa courbe
représentative dans un repére (O; 7, j).Si f estcontinue sur I, alors :

1) On peut tracer une tangente non verticale en tout point de C .

2) [ estune fonction qui ne change pas de sens de variation.

3) C setrace sans lever le crayon.

4)L'intervalle I est fermé.

5) La fonction inverse est continue sur |—o0;0]

6) La fonction valeur absolue est continue sur R .

7 ) La fonction racine carrée est continue sur R" .

Justifier la continuité d'une fonction sur un intervalle

Ex6-2:

Montrer que les fonctions suivantes sont continues sur l'intervalle I indiqué.

1) fix —

V3—x sur I=]-o0;3]

2) fix — 2|x|+i sur ]0;+ao]
X

3) fix —

3

—-3x

sur I

=

4) f:x — Rx-3| sur I=R

]

1) Déterminer graphiquement si |
les fonctions dont les courbes

.\

représentatives sont données ci- ol — || |||H
. e N ]

dessous sont continues sur ) \ f 4] CON ifl M ‘

l'intervalle [—4;6]. 2 ) J

-2,

. . sin|—

2 ) Représenter avec un traceur de courbes la fonction f:x +— ( X ) .
X

f est-elle continue sur ]0;1] ?

Essayer de tracer f ala main sans lever le crayon . Que peut-on conclure ?

Ex6-4:
On a tracé ci-contre la , !
courbe représentative d'une
fonction [ définie sur o e
[-2;4].
\\
Ll
1 i 1 2 3 L]
1) La fonction f est-elle dérivable :
en-1,5: en0: en2:
2 ) La fonction f est-elle continue :
sur [-2;2] : sur [—2;-1] : sur [—=2;-1] :

3 ) Déterminer Xl_l)rﬂ flx] , Xl_lgf f(x)1a fonction f est-elle continue

en2?
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6 : Continuité : exercices - page 2

Ex 6-5 : Avec GeoGebra

Soit a unentieret f, lafonction définie sur IR par:

(x)=x2—ax+3six<2
(x)=—x2+8x+3six=2

fa
fﬂ

1) Conjecturer avec GeoGebra, I'entier a tel que la fonction f. soit

continue sur R .

2 ) Démontrer la conjecture précédente.

Avec la fonction partie entiére

On note E la fonction partie entiére.

Ex 6-6 :

X
Soit la fonction f définie sur R—{—1] par f(X)=E(X+1 )

1) Tracer la courbe représentative de f avec l'outil de votre choix. Que
peut-on conjecturer sur R™ ?

2 ) Démontrer la conjecture précédente.

3) Que peut-on en déduire au sujet de la continuité de la fonction f sur
R* ?

Ex6-7 :

Soit les fonctions f et g définies sur [—5;5] par f(x):x x| et
g(x)=(2x+1)|x| .

1) Tracer les courbes représentatives de f etde g avec l'outil de votre
choix.

2) f et g sont-elles continues ?

corrections : http:/pierrelux.net

3 ) Que peut-on conjecturer graphiquement au sujet de la dérivabilité en 0
de f etde g ?

4 ) Démontrer les deux conjectures précédentes.

5) La fonction valeur absolue est-elle dérivable en 0 ?
Peut-on énoncer une régle concernant la dérivabilité du produit d'une
fonction dérivable par une fonction non dérivable ?

Image d’une suite convergente par une fonction continue

Ex 6-8 : limite de f(",.)

Soit (V,) la suite définie pour tout entier naturel n>2 par :

n+l

—an—1
v,=e

1) Proposer une suite (U,) et une fonction [ telles que pour tout entier
naturel n=2, v,=f(u,)

2 ) Déterminer la limite de (V,) .

90/214



6 : Continuité : exercices - page 3

Ex 6-9 : limite de f (u,,)

Soit (Vn) la suite définie pour tout entier naturel par :

. ( an’=3 )
v,=sin| ———
n“+3

1) Proposer une suite (U,) et une fonction f telles que pour tout entier

naturel , v,=f(u,)

2 ) Déterminer la limite de (V,) .

Ex6-10: u,,,=f(u,)

i} u,=1
Soit (Un) la suite définie par : u

un+1:une ’

1) Démontrer que pour tout entier naturel n,ona: O<u,,<u <1

corrections : http:/pierrelux.net

2 ) En déduire que la suite (u,) converge vers un réel L, puis déterminer L.

Ex6-11: u,.,=f(u,)

Soit (u,) la suite définie par :

n+1

1+u:
1) Démontrer que pour tout entier naturel n,ona:

O<u,,,<u,<1

n+1

2) En déduire que la suite (u,) converge vers un réel L, puis déterminer L.

91/214



6 : Continuité : exercices - page 4

Théoréme des valeurs intermédiaires — Théoréme des bijections

Ex 6-12 : Maitriser le cours - Vrai ou faux

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
1)Si f change de signe sur, alors f s'annule sur L.

2)si I=[a;b|, fla)f(b)>0 et f estcontinue surl, alors f s'annule
sur I.

3)Si f s'annule une unique fois sur I et f est strictement monotone sur
I, alors f est continue sur I.

4)Si f s'annule une unique foissurI et f est continue sur I, alors f
est strictement monotone sur I.

Ex 6-13 : Au moins une solution

3

X
Montrer que 1'équation (E): X =8 admet au moins une solution sur

+1
12[0;4].

Ex 6-14 : Une unique solution - utiliser Solve() et nSolve()

Dans chacun des cas, montrer que 1'équation admet une unique solution o
sur l'intervalle I et donner un encadrement de © d'amplitude 107 en
utilisant les fonctions de Xcas ou de la calculatrice :

- Solve() : fonction de calcul formel .

Elle cherche a appliquer divers algorithmes permettant de résoudre certains types d'équations
prédéfinis (équations linéaires, du 2nd, du 3éme ou du 4éme degré, équation avec des racines
carrées se ramenant aux types précédents, équations avec des 'cos' et 'sin’, etc.)

corrections : http:/pierrelux.net

- nSolve() : fonction fournissant une valeur approchée par la méthode de

Newton-Raphson.

Par nature, cette fonction ne peut retourner qu'une seule solution méme s'il en existe plusieurs.
Elle peut aussi ne rien retourner du tout (plus exactement, elle retourne 'false’), voire retourner
un résultat erroné dans les (rares) cas ot la méthode de Newton ne converge pas.

Suivant I’outil utilisé (Xcas, Mathematica, Ti-Nspire ... ), il est possible de préciser
I’intervalle sur lequel la solution est cherchée ou la valeur initiale pour appliquer le méthode de
Newton-Raphson.

1) (E):V1—x=x sur I=[0;1]

2) (E):5xe™=1 sur I=[1;+o0]
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6 . Continllité : exercices - page 5 corrections : http:/pierrelux.net

Ex 6-15 : Signe de f(x) Ex 6-17 : Signe de f(x)

On donne le tableau de variation d'une fonction f .
Soit f une fonction définie et continue sur R telle que :

- Les solutions de I'équation [ (x)=0 sont -4 et 3. b —0 -5 3 +o0
- Les solutions de 1'équation f(x):fZ sont -9 et 4 +oo

4
4
- flo)=2 flx) / \‘ \
Déterminer le signe de f (x ) suivant les valeurs de x . —o0 —0 A

1) Combien I'équation f(x)=0 admet-elle de solutions sur ]—oo ;3[ ?
A quel intervalle appartient chacune d'elle ?

0

2 ) Combien I'équation f(x)=0 admet-elle de solutions sur |3;+o0| ?

3 ) En déduire le signe de f (x) suivant les valeurs de x .

Ex 6-16 : Signe de f(x) Ex 6-18 : f(x)=k : discussion suivant les valeurs de k

On donne le tableau de variation d'une fonction f . On donne le tableau de variation d'une fonction f définie et dérivable sur IR

~ 2
il °° 0 Bl P “ 0 2 4 o

+0o

- w o ’ 1
flx) \‘3/ \A Y fi \« _2/4 \«-1 /v

1) Combien I'¢quation f(x)=0 admet-elle de solutions sur |~o0;0[ 2 ) Déterminer les extrema de .

2) Combien 1'équation f(x)=0 admet-elle de solutions sur ]0;+oo] ?

2) Combien I'équation f(x)=0 admet-elle de solutions sur R 2

3 ) En déduire le signe de f (x) suivant les valeurs de X .
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6 . Continllité : exercices - page 6 corrections : http:/pierrelux.net

3 ) Déterminer le signe de f . Ex 6-20 : Existence d’au moins une solution

Soit f une fonction définie et continue sur I= [0; 1} , telle que pour
tout x€I, f(x)el.

Montrer qu'il existe au moins un réel €1 ,tel que fa=a .

4) Discuter suivant les valeurs du réel k , le nombre de solutions de
l'équation f(x)=k .

Ex 6-21 : Discuter suivant les valeurs de n

Ex 6-19 : Tableau de variation de | a partir du tableau de variation de .
f' Soit nelN” et a€R .

Soit f une fonction définie et dérivable sur IR , dont la fonction dérivée | Discuter suivant les valeurs de n etde a , le nombre de solutions de

f' ( f' étant continue) admet le tableau de variation suivant : I'équation x"=aq .
X —00 2 “+00
: //’//////Y ~\\\\\\\\\
—0 ~ —00

Déterminer le signe de ' (x) suivant les valeurs de X et en déduire les
variations de f .
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6 . Continllité : exercices - page 7 corrections : http:/pierrelux.net

Algorithme — Python a) Déterminer une équation de la droite (A, B|
Ex 6-22 : Méthode de la sécante A pl:]thOﬂ

1) Introduction :

Dans un repére orthonormé (O i1, 77 , on considere la fonction f
définie par f(x)=x>+x—3 et sa courbe représentative C, représentée ci-
dessous.

Y
"
|

o

N e g (D

a

!

o

r == b ) En déduire que X,,,= X"—fin)f(xn)

On montre facilement grace au corollaire du théoréme des valeurs
intermédiaires que I’équation f(x)=0 admet une unique solution o dont
nous allons déterminer une valeur approchée par la méthode de la sécante.

On considére les points A (1;f(1)) et B(2;f(2))
Etape 1:

Tracer le segment [AB] : il coupe 1’axe des abscisses en un point d’abscisse
X, , puis placer le point A;(x1; f(x)) .

¢ ) Démontrer que la suite (X,) est croissante et majorée.
Etape 2 :

Tracer le segment [AIB] : il coupe ’axe des abscisses en un point
d’abscisse X, , , puis placer le point A, (x,;f(x,)) .

Et ainsi de suite ...
En notant X, ’abscisse du point A, , on définit ainsi une suite (X,,) de

réels de [a;b] et on admet (grice a la convexité) que pour tout entier
naturel n, f(x,)<0 .

2 ) Mise en place de I'algorithme :
Revenons sur le cas général.
Soit f une fonction strictement croissante, continue et convexe sur un

intervalle [a;b] telle que f(a)<0 et f(b)>0.

On considére les points A (a;f(a)) et B(b;f(b))

Onnote C, sa courbe représentative.
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6 : Continuité : exercices - page 8

d ) En déduire que (X,) est convergente, puis déterminer sa limite.

3) On s'intéresse a nouveau a la fonction f définie par f(x)=x*+x—3.
Compléter les pointillés dans le programme suivant écrit en Python pour

qu'il affiche les valeurs la suite (X,) jusqu’a n=20

corrections : http:/pierrelux.net

Tester ce programme et comparer avec la méthode de Newton. (chapitre
suite : Ex 6-25)

d ) On se propose maintenant pour éviter les calculs inutiles de stopper le
programme quand la différence entre deux termes consécutifs de la suite
est inférieure a une précision p.

Pour cela, compléter les pointillés dans le programme ci-dessous :

1 |N=int(input("N="))

2 |a=float(input("a="))

3 |b=float(input("b="))

4

5 |def f(x):

6 return (............ )

7

8

9  |def Methodesecante(a,b, N):

10 X=iiiiannn,

11 foriinrange(............ ):

12 X.append(. ..ot
13 return x

14

15 |print(Methodesecante(............))

OO UTPA, WN -

el el e e el
ONNUT A WN PO

—
©

from math import *

p=float(input("p="))
a=float(input("a="))
b=float(input("b="))

def f(x):
return (.........ooooeeiii )

def Methodesecante(a,b,p):
X=o
X.aPPeNd(. ..ot )
while (... ):
i=i+1
X.apPend(- ... ouviiiii )
return x

print(Methodesecante(........................ )
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Chapitre 7 - PRODUIT SCALAIRE ET ORTHOGONALITE DANS L'ESPACE

1) REPERES ET BASES ORTHONORMES DE L'ESPACE

Définition :

Un repére (0;0rI, 0T, OK] de I'espace est dit orthonormé lorsque les droites (O7), (OJ ) et (OK ) sont deux a deux perpendiculaires et que
Ol =0J=0K =1.

On dit aussi la base (O, OF , OK) est orthonormée.

Un cube dont l'aréte mesure une unité de longueur fournit un mode¢le de repére orthonormé de I'espace. K i L
Remarque : Y
Lorsque le repére (0;0I,07J, OK) de l'espace est orthonormé, chaque axe est perpendiculaire a toute N 5 M
droite passant par le point O et contenu dans le plan défini par les deux autres axes. |
0] \ J
Par exemple, la droite (OK ) est perpendiculaire a toute droite du plan (O passant par O. N S
I P
Propriétés :
Dans un repére orthonormal (o;0I, 0T, OK], Clest une
. - e N extension des
« siunvecteur if a pour coordonnées |b | alors : |[i]|= propriétés vues
C

dans le plan
o silespoints 4 et B ont pour coordonnées respectives (xA Vs ZA) et (xB 3 Vg ZB), alors :

AB =

Preuve :
e Onnote M lepointtel que OM =i .

a
Les coordonnées de OM sont (b | et |ilf=0M 2
C

Puisque le repere est orthonormal, le triangle OM * M est rectangle en M .
Donc OM *=d +b et M M =0M " =¢
On en déduit, d’aprés le théoréme de Pythagore que :

l@|f=0oM2=0M "+OM " =da + b+, puis |[i||=a?+b>+
e AB= ||A_BT | ... : le résultat découle de ce que nous venons de montrer

Exemple : Dans le cube ci-dessus,ona P(1;1;0)et K(0;0;1).

On en déduit que PK =
2) PRODUIT SCALAIRE DANS L'ESPACE
A) DEFINITION

Les définitions et propriétés vectorielles concernant le produit scalaire sont valables dans le plan et dans 1'espace.
Les démonstrations dans le plan et dans 1'espace étant souvent treés similaires et la plupart des résultats ayant été vus en classe de Premiere, ils sont
rappelés et étendus a 1'espace sans démonstration.

Définition : Formules de polarisation

Soit 2" et v deux vecteurs de I'espace . Le produit scalaire de i par v est le nombre réel noté #-v défini par I’un des formules de polarisation ci-
dessous :

- o .o
u-v= ouencore UV=

Remarque :
Pour tout vecteur de I'espace, le produit scalaire de i par lui méme, #-u est appelé carré scalaire de i . Onlenote #° .Ona:

i =ii- =l |l = |l

A_'I

Ce qui donne, pour deux points 4 et B :

7 - Produit scalaire et orthogonalité dans l'espace - Cours éléve - auteur : Pierre Lux - page 1/4 -
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B ) EXPRESSION DU PRODUIT SCALAIRE DANS UN REPERE ORTHONORME

Propriété :

'

X
y

z

X
'

y

S

Soit # et v deux vecteurs de I'espace de coordonnées respectives et dans un repére orthonormé quelconque . On a :

=
<!
I

C) PRODUIT SCALAIRE ET COSINUS

Deux vecteurs i et ¥ de l'espace sont nécessairement coplanaires, c'est a dire qu'il existe 4, B et C tels que 7= AB et v=AC et (au moins) un
plan P contenant A, B et C .

La définition du produit scalaire des vecteurs AB et AC dans l'espace coincide avec celle du produit scalaire de ces mémes vecteurs dans le plan P et
on en déduit que I’expression du produit scalaire établie avec le cosinus dans le plan est encore valable dans 1'espace.

Propriété :

Soit u" et v deux vecteurs non nuls de l'espace et « la mesure de I'angle géométrique associé a u et v.Ona:

iuv=

Remarques :

{Une droite est perpendiculaire a un plan

o Si i et V sont colinéaires et de méme sens, alors 7V

si elle perpendiculaire a deux droites
sécantes de ce plan.
o Sii et V sont colinéaires et de sens contraire, alors -V =
D) PROJECTION ORTHOGONALE SUR UNE DROITE

Définition :

Soit d une droite de I'espace.
La projection orthogonale sur la droite d est la transformation qui associe a tout point M de d
l'espace le point M ' intersection de la droite d et du plan P perpendiculaire a d et passantpar M. | ——f.......
75
M ' est appelé projeté orthogonal de M sur la droite d . p
Remarques :
o Si M appartient a la droite d , M est invariant par la projection orthogonale sur d . (c’est a dire M’ et M sont confondus)
o Si M n'appartient pas a la droite d , la droite d est perpendiculaire a la droite (MM ') qui est incluse dans le plan P.
e MM ' est la plus courte distance de M a un point de d, On dit que MM ' est la distance de M a la droite d.
Propriété :
M
Soit A, B et M trois points de l'espace tels que A4 et B sont distincts.
Si on note / le projeté orthogonal de M sur la droite (AB), alors on a : H P ;
\/
Remarques :

« Dans l'espace, on peut aussi remplacer AM par son projeté orthogonal sur un plan qui contient (AB).

e Si M et N sont des points de l'espace, et H et K leurs projetés orthogonaux respectifs sur la droite (4B) , alors on a :

- auteur : Pierre Lux
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E) REGLES DE CALCUL

Propriétés :

Soit ', V et W trois vecteurs de l'espace et k un réel, on a :

o Symétrie: u-v=V-u

Remarque : Apres quelques calculs, on retrouve des produits scalaires remarquables (bien familiers ...)

- -

Z+vf= (Z-vr= T+v)Z—-v)=

3) ORTHOGONALITE DANS L'ESPACE
A) DROITES ORTHOGONALES — VECTEURS ORTHOGONAUX

Définition :

Deux droites de 1'espace sont orthogonales si leurs paralléles menées par un point quelconque de l'espace sont perpendiculaires.
Onnote: d L d'

Deux vecteurs non nuls # et v dont les directions sont orthogonales sont dits orthogonaux. On note # L V .

Par convention le vecteur nul est orthogonal a tout autre vecteur.

Remarques :

— . . iculaire ?
e Si u et v sont deux vecteurs directeursde det d',alors: d L d'< u L v Orthogonal ou perpendiculaire 7

. . . . . , . On utilise le mot perpendiculaire quand il
o L'adjectif "perpendiculaire" ne s'utilise que pour les droites orthogonales et sécantes (donc coplanaires) . y a une intersecti(l))nrrll)on . @ c?ui est

Dans la suite du chapitre, on parlera, pour simplifier, de droites orthogonales qu'elles soient sécantes ou non. Remedamani e eos Emine nne Gaie & om

plan, ou entre deux plans.
Propriété :

11 faut étre plus prudent dans le cas de

Soit i et ¥ deux vecteurs de l'espace . On a: deux droites.

Remarque :
Pour tout vecteur i« de l'espace, 0-77 =0 . Le vecteur nul est donc orthogonal & tout vecteur de l'espace.

Conséquences de la définition :

Propriétés :

« Sideux droites sont orthogonales, alors toute droite paralléle a 1'une est orthogonale a l'autre.

« Sideux droites sont parall¢les, alors toute droite orthogonale a I'une est orthogonale a l'autre.

ATTENTION : Certaines régles vraies dans le plan ne sont pas vraies dans 1'espace.
Par exemple, dans le plan, deux droites perpendiculaires a une méme droite sont paralléles entre elles ; ce qui n'est pas vrai dans 1'espace.

B ) DROITE ORTHOGONALE A UN PLAN

Définition et propriété :

Onnote: d L P
Une droite d est orthogonale a un plan P si elle est orthogonale a deux droites sécantes d; et d, de ce plan.

LT
Si une droite est orthogonale a un plan, alors elle est orthogonale a toutes les droites de ce plan. .ﬁw
d

Preuve : « Siune droite est orthogonale a un plan, alors elle est orthogonale a toutes les droites de ce plan. »

Soit une droite d orthogonale a un plan P ; elle est donc orthogonale a deux droites sécantes d; et d, de ce plan.
Soit Vi, v et i des vecteurs directeurs respectifs de d,, d et d.
Onad, L d = vilu = viu=0

7 - Produit scalaire et orthogonalité dans l'espace - Cours éléve - auteur : Pierre Lux - page3/4 -
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Et dyld= vilua = v;-u=0
Soit A une droite du plan P dirigée par un vecteur directeur w.
d; et d, étant sécantes, les vecteurs V) et v, sont deux vecteurs directeurs de P.
Il existe donc deux réels a et b tels que W=a v;+b 5.
Onaalors W-ii=a v, i+b v,-1i=0, ce qui prouve que W et i/ sont orthogonaux et donc que d et A sont orthogonaux.

Quelques propriétés : M
« Il existe une unique droite passant par un point donné et orthogonale a un plan donné.
« Il existe un unique plan passant par un point donné et orthogonal a une droite donnée. A |'| / A"‘M
« Sideux droites sont parall¢les, alors tout plan orthogonal a I'une est orthogonal a l'autre.

« Sideux droites sont orthogonales a un méme plan, alors elles sont parall¢les.

« Sideux plans sont paralléles, alors toute droite orthogonale a 1'un est orthogonale a I'autre.

« Sideux plans sont orthogonaux a une méme droite, alors ils sont paralléles.

i /
.4(;7
A
Remarques :

« En fait, il faut retenir que la relation d'orthogonalité ne lie pas seulement une droite et un plan, mais une famille de plans tous paralléles entre eux a
une famille de droites toutes paralléles entre elles.

« Pour monter qu'une droite d est orthogonale a un plan P, il suffit de montrer qu'un vecteur directeur de d est orthogonal a un couple de vecteurs
directeurs de P.

¢ Unplan P est perpendiculaire a un plan O (Q L P), s'il existe une droite de P orthogonale a Q.

C) VECTEUR NORMAL A UN PLAN

Définition :

Si deux vecteurs sont des vecteurs
Un vecteur normal a un plan P est un vecteur non nul dont la direction est orthogonale au plan P. | normaux a un méme plan P, alors ils sont
colinéaires.

Remarques :

¢ Deux plans de vecteurs normaux orthogonaux sont

« On peut entiérement définir un plan par la donnée d’un point A et d’un vecteur normal 7 au plan.
11 s’agit de I’ensemble des points M de 1’espace telle que

4) PROJECTION ORTHOGONALE SUR UN PLAN
’h"

Définition :

Soit P un plan de 1'espace .
La projection orthogonale sur le plan P est la transformation qui associe a tout point M de 'espace le point
M " intersection du plan P et de la droite perpendiculaire a P passant par M. M’ N

M ' est appelé projeté orthogonal de M sur le plan P.

Remarque : Si M appartient au plan P, M est invariant par la projection orthogonale sur P. d

Propriété-définition :

Soit P un plan de l'espace, M un point de I’espace et M’ sont projeté orthogonal sur le plan P.

MM ' est la plus courte distance de M a un point de P, On dit que MM ' est la la distance de M au plan P.

Preuve : exigible

- auteur : Pierre Lux
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- PRODUIT SCALAIRE ET ORTHOGONALITE DANS L'ESPACE - MATH SPE chapitre 7 : I’ESSENTIEL DU COURS

Repéres et bases
orthonormeées de 1’espace :

Propriétés :

Dans un repére orthonormé,
(0;01,07,0K|

http://pierrelux.net

K Ii
Un repeére (O ;57 ,67,61?) de I'espace est dit orthonormé lorsque les droites | “‘_

(OI), (0J) et (OK) sont deux a deux perpendiculaires et que OI=0J=0OK=1 . N |
On dit aussi la base (OT,07,0K) est orthonormée. o] |k

a A

. - - - 2 2

e siunvecteur U apour coordonnées (b) alors :  [[al|=Va2+b’+c d
c

o silespoints A et B ont pour coordonnées respectives (X,;¥a5Z,) et (Xg;ypizg) ,alors: AB=y(x,—x,[+(ys—y, +(z,— 2,

Produit scalaire dans
Pespace :

Les définitions et propriétés
vectorielles concernant le
produit scalaire sont valables
dans le plan et dans l'espace.

Carré scalaire :
7= - = |l =l
Pour deux points A et B :

Z=ABZ

AB’=|AB

Reégles de calcul :

Soit U , V et w trois vecteurs de
I'espace et k unréel, on a:

Formules de polarisation | Dans un repére orthonormé Avec le cosinus Projection

Soit U et V deux
vecteurs non nuls de

Soit U et V deux vecteurs de
l'espace de coordonnées

Soit A, B et M trois points de l'espace tels
que A et B sontdistincts.Sionnote H le

ﬁ-;:l(llﬁﬁ;llz—"ﬁ||2—||3||2) . X X" I'espace et « la mesure de |projeté orthogonal de M sur la droite (AB] ,
2 respectives | y| et |y’ dans l'angle géométrique associé |alors on a :
A hz N A T etV .Ona:
ou encore un repére orthonormé AB-Afi—AB-Af

quelconque . Ona: \
il S

4 B

ﬁ~;=%(||ﬁ+;||2—||a—v||2) BV=xx'+yy 2z’ 9= ¥]] cos 1cr

Dans I'espace, on peut aussi remplacer AM par
son projeté orthogonal sur un plan qui contient

(AB) .
F,
#
i

Si M et N sontdes
points de l'espace, et H
et K leurs projetés
orthogonaux respectifs sur

Avec des vecteurs colinéaires

Vv sont colinéaires et de méme sens, alors - v=||u|||v|

M
H 4 B
3

e Si I et v sontcolinéaires et de sens contraire, alors  u-v=—|[u|||v| la droite (AB) ,alorsona:
AB-MN=AB-HK
Orthogonal ou perpendicul: ?
. métri U-v=v-i o Bilinéarité: U-(V+W)=0-V+i-w et (ﬁ+'\'/)-\75=ﬁ-'\{;+§~€v’ On utilise le mot perpendiculaire quand il y a une
(k-t) ‘{;:k(ﬁ.‘{,) et ﬁ'(k'i;]:k(ﬁ-_\:') intersection non vide, ce qui est forcément le cas

entre une droite et un plan, ou entre deux plans.
11 faut étre plus prudent dans le cas de deux droites.

Droites orthogonales :

Conséquences :

Vecteurs orthogonaux H

Propriété :

Deux droites de I'espace sont orthogonales si leurs paralléles menées par un point quelconque de 1'espace sont perpendiculaires.
Onnote: dld’

o Si deux droites sont orthogonales, alors toute droite paralléle a 'une est orthogonale a I'autre.

o Si deux droites sont paralléles, alors toute droite orthogonale a l'une est orthogonale a l'autre.

ATTENTION : Certaines régles vraies dans le plan ne sont pas vraies dans l'espace.
Par exemple, dans le plan, deux droites perpendiculaires a une méme droite sont paralléles entre elles ; ce qui n'est pas vrai dans
I'espace.

Deux vecteurs non nuls # et v dont les directions sont orthogonales sont dits orthogonaux. Onnote # 1 v

Par convention le vecteur nul est orthogonal a tout autre vecteur.

Pour monter qu'une droite d est orthogonale
aun plan P, il suffit de montrer qu'un vecteur
directeur de d est orthogonal a un couple de
vecteurs directeurs de P.

Soit # et v deux vecteurs del'espace.Ona: # L ¥ V=0

Droite orthogonale a un

plan :
Propriétés :

M

Une droite d est orthogonale a un plan P si elle est orthogonale a deux droites sécantes d; et d, de ce plan.

Si une droite est orthogonale a un plan, alors elle est orthogonale a toutes les droites de ce plan.
Onnote: d 1L P

11 existe une unique droite passant par un point donné et orthogonale a un plan donné.

11 existe un unique plan passant par un point donné et orthogonal a une droite donnée.

Si deux droites sont paralléles, alors tout plan orthogonal a I'une est orthogonal a l'autre.
Si deux droites sont orthogonales a un méme plan, alors elles sont paralléles.

Si deux plans sont paralleles, alors toute droite orthogonale a I'un est orthogonale a I'autre.
Si deux plans sont orthogonaux a une méme droite, alors ils sont paralléles.

Si deux vecteurs sont des vecteurs normaux’
aun méme plan , alors ils sont colinéaires.

Vecteur normal a un plan :

Propriété :

Un vecteur normal a un plan P est un vecteur non nul dont la direction est orthogonale au plan P.

Une droite est perpendiculaire a un plan
si elle perpendiculaire a deux droites
sécantes de ce plan.

Deux plans de vecteurs normaux orthogonaux sont perpendiculaires.

Projection orthogonale :

Si M appartient au plan P (ou
aladroited), M estinvariant
par la projection orthogonale sur

Distances :

Sur un plan Sur une droite

Soit P un plan de l'espace .

La projection orthogonale sur le plan P est

la transformation qui associe a tout point M de
l'espace le point M ' intersection duplan P et
de la droite perpendiculaire a P passant par M .

Soit d une droite de I'espace.

La projection orthogonale sur la droite d est

la transformation qui associe a tout point M de
I'espace le point M ' intersection de la droite d
etduplan P perpendiculairea d et passant par M .

.\i&l

A2/

MM’ est la plus courte distance de M a un point de P, On dit que
MM estlala distance de MM ' auplan P.

M' est appelé projeté orthogonal de M surle
plan P .

M' estappelé projeté orthogonal de M sur la droite d .

MM est la plus courte distance de M a un point de d, On dit que
MM estla distance de MM ' ala droite d.
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Produit scalaire dans 1'espace

Pour les exercices 1 a 4, on considére le cube ci-dessous de coté a .

M, N, P et I sont les milieux respectifs de [CD], [EH], [BF] et [CG].

Ex 7-1 : Vrai ou faux

1) AB.AC=APF’

2) AD.AC=AC 7) AC.AG=d"V6
3) BC.AC=EF.GE 8) AC.AH=24"
4) AC.AHl = AC.AD 9) AB.FG=10
5) BD.BH=FH’ 10) AD.AG=0
6) BC.AC=d’\2 11) BG.EF=0

Ex 7-2 : Calculer en projetant ...

Calculer en projetant orthogonalement 1’un des vecteurs sur la droite
portant I’autre vecteur ou éventuellement sur un plan contenant 1’autre
vecteur.

1) AG .BG

2) AD . PG

3) DC. DI

4) AM . AD

Ex 7-3 : Calculer en utilisant un repeére ...
On se place dans le repére orthonormé (A; 7, 7, ), telque T,

et k sont des vecteurs unitaires respectivement colinéaires et de méme
sens que les vecteurs AB, AD et AE . Calculer:

1) EI . PN

2) NI.PM

3) BH.AC

Ex 7-4 : Trouver un angle

En calculant de deux fagons différentes le produit scalaire DN . DI s
déterminer cos NDI , et déduire une valeur approchée & 10" preés de
NDI .

On peut utiliser le repére orthonormé (A; 7, j, k) ,telque 7 , j
et k sont des vecteurs unitaires respectivement colinéaires et de méme
sens que les vecteurs AB, AD et AE .
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7 : Produit scalaire et orthogonalité dans 1'espace : exercices - page 2

Pour les exercices 5 a 8, I'espace est muni d'un repére orthonormé
(0;7,7,k7.

Ex 7-5 : Triangle rectangle

Soit A(3;4;-2), B(1;6;0) et C(—2;2;1)
Montrer que le triangle ABC est rectangle et indiquer en quel point.

Ex 7-6 : Triangle isocéle

Soit M(3;—4;-2), N(—1;3;2) et P(7;—1;3)
Démontrer que MNP est isocéle et déterminer a 10~ prés tous les angles
du triangle.

Ex 7-7 : Parallélogramme

Soit E(—3;2;1) , F(1;-1;3), G(5;1;-3) et H(1;4;-5)

Montrer que EFGH est un quadrilatére puis déterminer sa nature.

corrections : http:/pierrelux.net

Démontrer une orthogonalité sans les vecteurs

Ex 7-8 : Vrai ou faux

Dans l'espace :
1) Deux droites orthogonales a une méme droite sont paralléles entre elles.

2 ) Deux droites orthogonales a un méme plan sont paralléles entre elles.

3 ) Deux plans orthogonaux a une méme droite sont paralléles entre eux.

Ex 7-9 : Entre deux droites

Dans le cube ABCDEFGH, dans chacun des
cas montrer que les droites sont orthogonales :

1) (FG) et (AB)

2) (HG) et (FG)

3) (EB) et (GD)

4 (NF) et (HD)
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Ex 7-10 : Entre une droite et un plan
Dans le cube ABCDEFGH, dans chacun
des cas montrer que la droite et le plan

sont orthogonaux :
1) (AB) et (BFG)

2) (DG) et (BCE)

3) (AF) et (CEH)

4) (MI) et (CHE)

Ex 7-11 : Dans une pyramide a base carrée

Soit la pyramide SABCD réguliére a base
carrée ci-contre . On note I le milieu de [BC].
1 ) Démontrer que les droites (SO) et (BC)
sont orthogonales.

2 ) En déduire que la droite (BC) est orthogonale au plan (SOI).

corrections : http:/pierrelux.net
Ex 7-12 : En utilisant la trigonométrie

Soit un cube ABCDEFGH de c6té 4 cm et '
le point O centre du carré EFGH.

1) Déterminer l'intersection des plans (EDG) et (HFB).

2 ) Calculer tan HADO et tan DBH .

3) En déduire que les droites (HB) et (DO) sont orthogonales.

4 ) Démontrer que les droites (HD) et (EG) sont orthogonales.

5) En déduire que la droite (EG) est orthogonale au plan (HFB), puis
orthogonale a la droite (HB).

6 ) Démontrer que la droite (HB) est orthogonale au plan (DEG).
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Démontrer une orthogonalité avec les vecteurs

Dans la suite, 1'espace est muni d'un repére orthonormé 0;1,7, k.

Ex 7-13 : Trouver a etb

2 -3
Déterminer les réels a et b pour que les vecteurs U [—5| et V| 1
a b

soient orthogonaux.

Ex 7-14 : Droites perpendiculaires — droites orthogonales

Soit les points A (0;4;2), B(—1;-3;-2), C(1;1;1) et D(2;2;-1)
1) Les droites (AB) et (BD) sont-elles perpendiculaires ?

2 ) Les droites (AB) et (CD) sont-elles orthogonales ?

Ex 7-15 : Projeté orthogonal sur une droite — distance d’un point a une droite

Soit les points A (0;—1;3) et B(—1;2;5].
1) Montrer que le point H(1;—4;1) est le projeté orthogonal du point
C(5;=2;0) surladroite (AB].

corrections : http:/pierrelux.net

2 ) En déduire la distance du point C a la droite (AB).

Ex 7-16 : Plan médiateur

Définition :

Dans I'espace, le plan médiateur d'un segment est constitu¢ des points
équidistants des extrémités de ce segment. Il s'agit du plan passant par le milieu
du segment et orthogonal a ce segment.

Dans le cube ABCDEFGH : I
1) Justifier que les vecteurs BE et DF sont
orthogonaux.

2 ) Démontrer que (DF) est perpendiculaire a (BEG).

3) (BEG) est-il le plan médiateur de [DF] ?
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4 ) Déterminer 1’ensemble des points équidistants de A et G.

Ex 7-17 : Distance d'un point a un plan — volume d’un tétraédre

base X hauteur

Rappel : le volume d’un tétraedre est 3

Dans un cube ABCDEFGH de c6té 1, on considére les points M, N et P
centres respectifs des faces EFGH, BCGF et ABFE.
On considére le repére orthonormé (A;KE, Kﬁ, K]Tj)

1) Calculer les produits scalaires DF . MP et DF. NP .

2 ) Montrer que (DF) est perpendiculaire a (MNP).

3) Soit T le point d'intersection de (DF) et (MNP).
Montrer que T est le projeté orthogonal de N sur (DF).

4) En calculant de deux facons différentes le produit scalaire DF . DN ,
déterminer le distance du point D au plan (MNP)

5) On note I le milieu de [PN] .

corrections : http:/pierrelux.net

a ) Montrer que les vecteurs MI et PN sont orthogonaux.

b ) En déduire I’aire du triangle MNP.

6 ) En déduire le volume du tétraédre DMNP.
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Chapitre 8 - LOGARITHME NEPERIEN

1) DEFINITION

Rappel :

La fonction exponentielle est une bijection de R sur ]0 s+ OO[.

C'est-a-dire que pour tout » €]0; + 0| , il existe un unique réel @ tel que e“=5 .

On note a=1n b, ce qui se lit logarithme népérien de b . Ainsi a tout réel x strictement positif, on peut associer un unique réel noté In (x).

Définition :

On appelle fonction logarithme népérien la fonction qui a un réel x strictement positif, fait correspondre In (x] .

In: }O S+ OO[ >R On écrit souvent In x au lieu

de In(x)
x+—1Inx
Remarques :
« Lafonction In est une bijection de ]0 3+ 00[ dans R.
o x€R] ) . . . . L . ,
o L'équivalence : 4 traduit le fait que les fonctions exponentielle et logarithme népérien sont réciproques 1'une de l'autre.
y=In x
Propriétés :
Pour tout réel x strictement positif, ona e"*= In1=0 -
* urtou * p > ¢ ) Résulte de la définition
o Pourtoutréel x ,ona Inle")=x o Ine=l

Remarque :
La fonction exponentielle transformant une somme en produit, on peut penser que la fonction logarithme népérien qui est sa fonction réciproque,

transforme un produit en somme.

2) PROPRIETES ALGEBRIQUES

Propriétés :

Pour tous réels a et b strictement positifs on a : 1
e In(axbj]=lna+lnb . 1n(\/;)zzlna
On peut généraliser cette propriété a plusieurs nombres.
. In (1 ——Ina e Pourtoutn€Z , Inld")=nlna
a

. ln(%):lna—lnb

Preuve :
Les démonstrations se font principalement en utilisant les propriétés de la fonction exponentielle.

Ina+Inb _ _Ina Inb
=¢

xXe™=axbh .Orsi e’=x,alors y=Inx. Onadonc Ina+Inb=Inlaxb)

—Ina __

eln a—Inb _

o Inla)=

nlna _

e PourtoutneZ , e

8 - Logarithme népérien — Cours éléve - auteur : Pierre Lux - page 1/4
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3) ETUDE DE LA FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

-

Propriété :

La fonction In est strictement croissante sur R. .

La croissance de la fonction In est lente.
Par exemple : In (10°)~ 18,42

Preuve :

Soit a et b deux réels strictement positifs tels que a <b.
Raisonnons par l'absurde :

Supposons que Ina=1nb

La fonction exponentielle étant croissante on aurait
On ne peut donc pas avoir Ina=>1n b.
Onadonc Ina<Inb

eIn u> e

" donc a>b ce qui est en contradiction avec 'hypothése.

On en déduit que la fonction In est strictement croissante sur IR’ .

Conséquences :

Pour tous réels a et b strictement positifs on a : .
e Ina=lnbea=>b o
e Ina<lnbea<b o si

Inas<lhbea<b
a>leIlna>0

0<a<l1 alors Ina<0

Propriété :

. . , . * * 1
La fonction In est continue et dérivable sur IR, et pour tout x€IR.,ona In’ (xi=;

Preuve : exigible

Soit x>0 et a>0. ’
In (x)—In (a)
xX—a

Déterminons lim

x—a

En posant X =In(x) et 4 =In(a), on obtient :

Or on sait que la fonction exponentielle est dérivable sur IR et que pour tout x€IR, exp ' (x]=exp (x)

¥ — e
Donc lim =

lim
v X—4 ot

x—a

X—a

La fonction In est donc dérivable en a , pour tout a € R..

On en déduit que la fonction In est dérivable (et donc continue) sur R et pour tout x € R

Remarque :
On sait que pour tout x>0, " *=x.

In(x)—1In la)

En supposant la fonction In dérivable sur R et en utilisant la propriété de dérivation des fonctions composées, on peut écrire pour tout x >0 :

Propriétés :

(et en acceptant les abus de notation pour faciliter)

lim In x=+o0

Iim In x=—o0

x> +m x20°
Preuve :
o Soit M >0.

Pour toutx>0,ona: Inx> M < x>

Ainsi, si x>e” ona Inx>M

Ce résultat est vrai pour tout M >0 . On en déduit que

lim In x=+o0

X =+

8 - Logarithme népérien — Cours éléve - auteur : Pierre Lux - page 2/4
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Tableau de variations :

Représentation graphique :

»+ 00

In

L " Les fonctions exponentielle et logarithme népérien

étant réciproques l'une de l'autre, leurs courbes dans
3 un repére orthonormal sont symétriques par rapport
a la droite d'équation y = x.

Propriété : (en plus)

On a vu que le?‘ Inx =00

La courbe de la fonction logarithme népérien a pour asymptote verticale I'axe (Oy ).

. Inll+x
lim Q =1
x>0 X
Preuve :
e .. . Inll+x)
Par définition du nombre dérivé en 1, on peut écrire lim ———=
x—=0 X
Propriétés :
. In 1 =
. lim nX_ hén;*xlnx 0
x>+ X X
. - Inx _ Pour tout entier naturel 1 . lim x"Inx=0
« Pour tout entier naturel non nul n, ona: lim —== + Pour tout entier naturel non nul #, on a : 20
x>+ X

Preuve :

« Montrons que lim Inx_j

x40

Posons X =Inx ona alors e*=x
Lorsque x tend vers +o , In x tend vers +o0, donc X tend vers +co.

, . Inx _
On peut écrire —— =
x e

Or on sait que

Xo+oo

. Inx . X
lim —= lim — .
x-o40 X X—o+0w €

Inx _

X
lim & =+© donc lim — =0 et par conséquent lim ——=0

X—>+x € x—o40 X

8 - Logarithme népérien — Cours éléve - auteur : Pierre Lux - page 3/4
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U ( sans utiliser la fonction exponentielle )

On peut écrire pour tout x>0 : In x<x (trivial graphiquement) et donc In Vx<yx, c’est a dire %ln x<yx,

Pour x>1, on a alors :

Inx_ 2
0<ln x<2Vx=0< <2
X X
lim 220 o 1o s
Comme IIm —==0_"d’apres le théoréme des gendarmes, on a :
xd+0 VX
. Inx
lim —==0
x>+0 X
i lnx_0
« Montrons que IIm —==
xd+m0 X
Lo Inx_ 1 Inx
Pour n>1, on peut écrire : RS R

. 1 . . -1
Comme lim ——=0, par produit, on en déduit que lim B ,,x =0.

x>+ X x>+0 X

« Montrons que

11_)rr; xIn x=0 exigible

o Montrons que lim x"In x=0

x=0"
Pour n>1, on peut écrire :©  x"In x=x"""xIn x
lim x"~'=0

. _
Comme , par produit, on en déduit que h_f% x'Inx=0
X

x30"

4) DERIVEE DE x> In (u (x))

-

Propriété :

Soit u une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle /.

La fonction f: x+> In (u (x)] est dérivable sur 7, et pourtout x€/,ona: f'(x]= ]

Preuve :

Immédiat en utilisant, la dérivée de x +— g(u (x))

8 - Logarithme népérien — Cours éléve - auteur : Pierre Lux - page 4/4
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- LOGARITHME NEPERIEN - mATH spr; chapitre 8 : I’ESSENTIEL DU COURS

Lien avec la fonction
exponentielle :

Définition :

x€R. y€R
=4
y=Inx e’ =x

http://pierrelux.net

La fonction exponentielle et définie et continue sur R . De plus, elle est strictement croissante et a valeurs dans

}0 s+ OO[ . On dit que la fonction exponentielle est une bijection de R sur ]0 ;+ 00[.
C'est-a-dire que pour tout b € 10;+ 00|, il existe un unique réel a telque e“=5p .
On note a=1n b, ce qui se lit logarithme népérien de b.

Ainsi a tout réel x strictement positif, on peut associer un unique réel noté In (x).

On appelle fonction logarithme népérien la fonction qui a un réel x strictement positif, fait correspondre In (x) .

In:0;+0o[ » R
x+—lInx

, . oy Inx
—L: = 1
o Pourtout réel x strictement positif, ona e X lieu de In (x]

e Pourtoutréel x,ona Inle’)=x

On écrit souvent Inx au

Propriétés algébriques :

Pour tous réels a et b
strictement positifs on a :

o Inlaxb)=Ina+Inb  On peut généraliser cette propriété a plusieurs nombres.

e PourtoutneZ , Inld"|=nlna

La croissance de la fonction In
est lente.

Etude de la fonction
logarithme népérien :

Conséquences :

Continuité et dérivabilité :

% . 8
La fonction In est strictement croissante sur IR, . Par exemple : In(10°)~ 18,42

Ina<Inbea<b e Inas<lnbea<b

si 0<a<1 alors Ina<0

. Ina=lnbea=5b .
e a>lelna>0 .

. . , . * * ' 1
La fonction In est continue et dérivable sur IR} et pour tout x€IR}, ona In'(x]= <

Limites :

. _ : - _ . In(l+
lim In x=+o0 limnx=—-ow iy In(1+x] =1 (hors programme)
x>+ x>0 x>0
. . Inx . . In
« Pour tout entier naturel non nul #n,ona: lim o =0 (en particulier lim =X=0 )
x>+ X+

. n — b —
« Pour tout entier naturel non nul n, on a: lim x"In x=0 (en particulier )1(1513 xIn x=0 )

x>0
. . . lim In x
Représentation graphique : = X oo
Les fonctions exponentielle et logarithme 2 E P
népérien étant réciproques l'une de l'autre, - e
leurs courbes dans un repére orthonormal 1) = o

sont symétriques par rapport a la droite

d'équation y=ux .

.'.l. T T T T T
o// 1 2 3 3 5 5
A/ lim In x=—o

x>0
/ La courbe de la fonction logarithme népérien
a pour asymptote verticale I'axe (Oy ).

=+ 00

Dérivée de In(u(x)) :

Soit u une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle /.

La fonction f: x+> In (u (x]) est dérivable sur 7, et pour tout x €/ ,ona:

Calculatrices et Python :

Attention

@ python™ __

—»

In(x)

In(10)

Certaines calculatrices ou Python utilise la notation log pour parler de In et la notation log,, pour parler du
logarithme décimal. Soyez prudent !

11 existe une autre fonction notée log (logarithme décimal ) définie par log(x)=

In(x) _
n(10] 80

En python log(x) retourne In(x) et log(x,10) retourne
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Définition - propriétés algébriques

Ex8-1:QCM

Plusieurs réponses sont possibles.
1) Equations ...

a) e’ estla solution de I'¢quation
Inx=3

¢) In(3) estla solution de
l'équation e*=3

e) —In3 estlasolution de

1
I'équation e :E

b) e estla solution de I'équation
Inx=-3

d) In(=3) est la solution de
l'équation e*=-3

f) L'équation Inx=m ou meR

admet toujours une unique solution
m

x=e

g) L'équation e*=m ou mER , admet toujours une unique solution

x=Inm

2) Formules ...
a) In(a+b)=In(a)xIn(b)

¢) Infa—bj= m
3) ln(abs):
a) Sln|(ab)

¢) Sln(a)ln(b)

4) 1n(d><%)=
a) —(infa)f

¢) —2In(a)

5)la moitié de In(a) est ...
a) Infa)-In(2)

¢) In(Va)
Ex 8-2 : Calculs avec les formules

Simplifier :

In(7)

1) e"?—e

2 ) 3e1n[51+5e—1n£31

3) In(2+B)+2In(+B)

b) In(ab)=In(a)ln(b)

d) In (%):ln(a J~In(b)

b) 5(In(a}+In(b))

d) In(af+5In(b)

b)-1

John Napier, parfois.
francisé en Jean Neper, né
le 1er février 1550 et mort

d)o
le 4 ayril 1617, est ..
sun théologien, physicien,
i astronome et
mathématici

b) ln(aiz)

d) ~in[a)

7) Inl1+e")=x—In(1+e7?)

Ex 8-3 : Equations et inéquations

Résoudre les équations et inéquations ci-dessous :

1) e*=2)(e**—8)=0

3 ) (ex1+2x+5+e—x)(3ex+4):e

corrections : http:/pierrelux.net
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4) 8—4e"" 515

5) 93X+5<39X

6) (2e"—10(5—e"]<0

Ex8-4:

Compléter ...
1) La courbe représentative de la fonction exponentielle passe par le point

A(In2;...) e B(...; T)

2) L'ensemble des réels x tels que In(x)<0 est ...

3)Si e’=p (b>0) ,alorsln(...)=...

4)V x € ... ln(ex)zx
5)V x € ..., e"W=yx
6)Y x € ..., In(x}>0

Ex 8-5 : Calculs

1) Exprimer en fonction de In2 etde In3 :
8
In{—

o n[42)

corrections : http://pierrelux.net

In64 . In 49
In81 In7

2) Simplifier :

a) 4ln(e2)+ln(\@

3) Calculer :

a) In3+In9+In27

b) In(v5-2)+In(+5+2)

Ex 8-6 : Vrai ou faux

Justifier
1) VxeR", In(x’)=3In(x]

2) Vx€R, 1n(1+ex):x+ln(1+eix)

3) VxeR, In(1+e®)—4 x=In[e**+e*)

Etude de la fonction logarithme népérien
Ex 8-7: QCM
Plusieurs réponses sont possibles.

1) L'ensemble de définition de la fonction In est :

a) [;+0) B) R" ¢) R d) R~ e) R™ f) ]0;+u]

2 ) La fonction In :

a ) est strictement positive sur R™.
b ) est strictement croissante sur IR™*.
¢ ) est strictement positive sur }1,+00[ .
d ) est égale a sa dérivée.
e ) prend la valeur 1 en 0.
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3) Soit C la courbe représentative de la fonction In.

a) Ladroite A:y=0 estune asymptotea C .

b ) C coupe l'axe des abscisses.

¢ ) C admet une tangente de coefficient directeur -2.

d) C et la courbe de la fonction exp sont symétriques par rapport a la droite
d'équation d:y=x .

Ex 8-8 : Limites
Associer chaque limite au résultat qui convient :

lim Inx

X+ * .1

. n
lim x"Inx N

x>0+ * ¢ 40

lim Inx

x>0+ . -0
_In(1+x)

lim ————— .

X0 X . - n'existe pas
. Inlx

h —)

X0+ X . . _—

. Inx X
lim —— neN
x40 X' . . -1

Ex 8-9 : Déterminer une limite

Déterminer les limites suivantes

1) lim (374 x—3xIn x)

x20+ \ X

5
X+

51
2) lim (4x3— nx)
X

3) lim (lnx—%)

x>0+ nx

1
lim (Inx———
4) x-»l—( II'IX)

5) lim (lnx—i)

X340 Inx

6) lm (2x+In xf

x>0+

7y lim In3—e’)

X>—©

g) lim In3—e’)

x> In3—

9) lim (1n(x—1)(1n2—l))

X2 1+ X

10) lim (ln(x—l)(an—%))

X+

Xd+w 7x

11) lim ln(BX_G)

12) lim In 3x=6
) 7X

X2+

corrections : http:/pierrelux.net

Ex 8-10 : A partir de la courbe représentative de la fonction In

Identifier les courbes de chacune des fonctions.
7 Objets libres * L .

2 6 = In(x)

1 Objets dépendants
2gbd=In+1
2 hix) =In(x) -3

2 p0d =1/Ink)
2 qbd =-2In(x)
2 1) =2-1In(x)
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Ex 8-11 : Variations sans calculer la dérivée
Soit les fonctions f , g et h définies sur R par:
1
f(x]=In(xpIn(2) , g(x)= néx) et h(x)=1-31n(x)

Déterminer le sens de variation de chacune de ces fonctions a partir de celui
de la fonction In.

Ex 8-12 : Dérivées
Dans chacun des cas, justifier que f est dérivable sur I et déterminer sa
dérivée.

3x
In(x)

sur I:]1;+oo[

1) flx=

2) flx)=x*In(x)=In(3) sur I=R;

corrections : http:/pierrelux.net

3) f(x)=ll§((xﬂ

-1 sur 1=le;+oo]

4) fld=lnxp= sur 1=]t;4c0]

Ex 8-13 : Tangente a la courbe

Déterminer les coordonnées du point de la représentation graphique C
de la fonction In en lequel la tangente T a pour coefficient directeur 2.
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Ex 8-14 : Signe d'une fonction grdce au sens de variation
Dans chaque cas, déterminer le signe de f(x) sur IR .

1) f(x)=2x"—Inx

2) flx)J=xlnx+e

Ex 8-15 : Déterminer une limite comportant une forme indéterminée

Déterminer les limites suivantes

1) lim (x2—3xlnx)

x>0+

2) lim (4’ =5xInx]

x>+

3) lim (ln—2+lnx)

X0+ X

4) lim Inf1-x)
X0 2x

5) lim ((In xP—31n x+2)

X+
6) lim ln(ex+5)
XD+ e

7) lim (3x—elnx)

X+

corrections : http://pierrelux.net
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g) lim (3x—elnx)

x>0+

In(1+x)—5x

li
?) x>+ 1+x
. In(1+x)-5x
10) lim —— =%
x>—1+ 1+x

. Inx
11) lim ——

X+ X

X

12) lim
x>+ 1NX

Ex 8-16 : Déterminer une limite avec le nombre dérivé

. . In(3+h)~In3 . In(3x—2)
Déterminer lim —— et lim ——
h->0 x>1 x—1

corrections : http://pierrelux.net

Ex 8-17 : Inéquations comportant q"
Les parties A et B sont indépendantes.

A)) Déterminer le plus petit entier n tel que :

1) 3x(%j<0,01

2) 1-1,25"<0,99

B ) On sait que le nombre d'atomes de carbone 14, en fonction du nombre
n de siécles, est donné approximativement par q,=q,0,987976" , ol

g, estle nombre initial d'atomes.

1) Déterminer la demi-vie du carbone 14 (durée au bout de laquelle la
moitié des atomes de carbone 14 s'est désintégrée)

117/214



8 : Logarithme népérien : exercices - page 7
2 ) Déterminer l'age des fragments trouvés par des archéologues, sachant

que la teneur en carbone 14 est égale a 30 % de celle d'un fragment d'os
actuel de la méme masse pris comme témoin.

Ex 8-18 : Avec des suites

. n
Soit u la suite définie pour tout neIN' par u,= 1n(n+1 ) .

1) Déterminer la limite de la suite u .

El

2) Vn#0,onnote S,=2, u

i

i

1
—

a) Exprimer S, en fonctionde n .

b ) En déduire la limite de S, .

corrections : http://pierrelux.net

Fonctions du type x:+— In(u(x))
Ex 8-19 : Maitriser le cours - Vrai ou faux

Soit u une fonction dérivable sur IR et a valeurs strictement positives.

1) Vx€R, Inlulx))>0 4) lim Infu(x))=+0

X3+00
2)Lafonction In(u) estdérivablesur R |5) In(u(x))>In5 < x>5

1
3)La dérivée de In(u) est L R 16) Infulx))<5 < 0<u(x)<e’

Ex 8-20 : Résoudre une équation ou une inéquation comportant In (u (x))

Résoudre les équations ou inéquations suivantes :

1) In(2 x—5)=In4

2) In(2x-5)=-3

3) In(7x+2)>In(3—x)
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4) nl(e**—25)>0

5) In{(x+1)(x—2))>In18

6) In(1—x2)~In(x—3)>0

Ex 8-21 : Signe d'une fonction

Etudier le signe des fonctions ci-dessous :
1) flx)=(x=3)In(x—1) définie sur |1;+oo|

corrections : http:/pierrelux.net

Inx-1 .
2) glx)= ] définie sur ]1;2[U]2 ;+ o]

In(x—1

X

3) h(x)=ln(ex 1) définie sur ]1;2[U]2 ;+o0|

Ex 8-22 : Ensemble de définition

Déterminer dans chaque cas l'ensemble de définition de la fonction f :

1) flx)=In(x*)-3

2) flx)=Inle*~1)

3) f(x)=In (x*-3)
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1
4) ﬂx)_ln(x+2)

5) f(X)=ln(1—12)
X

Ex 8-23 : Tableau de variations

Donner le tableau de variations des fonctions ci-dessous :

1) f(x)=(Inxf~In(x*) sur I=R]

2) flx)=(1=x)In(1—x] sur I=]-o0;1]

3) f(x):ln(

X

2e

+1

X

+3

) sur I=R

corrections : http:/pierrelux.net
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Ex 8-24 : Avec Xcas

Soi f lafonction définie sur R™ par f(x)=2 X —(x*+1)In(x*+1)

|1 fx):=2%x"2- (x"2+1) ¥In(x"2+1)

2 2 2
X ->2%x =(x"+1)¥In(x +1)

]

deriver(f(x),x);

2
=2¥x*In(x + 1)+ 2*x

[7]

a:=f(sqrt(e-1));simplifier(a);b:=f(sqrt(e”2-1));simplifier(b)

(=exp(1)+2*(exp(1)-1), exp(1l)-2, =2*exp(2)+ 2*(exp(2)-1), -2 )

Bsolve(f(x)ﬂﬂ):

"Unable to isolate x in -In{x™ 2+ 1™ 2-In(x "2+ 1)+ 2*x™2

|§ nSolve(f(x)=0,x=0);nSolve(f(x)=0,x=2)

(0.0, 1.9802913 )

corrections : http://pierrelux.net

La fonction logarithme décimal

La fonction logarithme népérien est particuliérement intéressante du fait
de sa propriété de transformation d'un produit en somme. Mais comme on
utilise, pour écrire les nombres, le systéme décimal, on lui préfére parfois
une autre fonction possédant la méme propriété de transformation de
produit en somme mais prenant la valeur 1 lorsque x =10 (et donc la
valeur 2 lorsque x =100, la valeur 3 lorsque x = 1000 etc...)
Cette fonction sera appelée fonction logarithme décimal ou fonction
logarithme de base 10.

éfinition :

On appelle fonction logarithme décimal et on note log la fonction
définie sur 0 ;+ oo par :
log : ]0 ;+oo[ >R
In x
—
In 10

X

Répondre aux questions ci-dessous, en utilisant les résultats ci-dessus
fourni par le logiciel de calcul formel Xcas.

1) Etudier le sens de variation de f sur RR".

2 ) Montrer que dans l'intervalle [\}e— 1; vel— 1] , l'équation f(x)=0
admet une solution unique © .
Donner une valeur approchée de & a 107>.

3) En déduire le signe de f(x) sur R".

La fonction logarithme décimal étant définie par log x=4k XIn x avec

k= il est facile d'étudier ses variations et de donner sa courbe

1
In10°
représentative . les formules sont identiques a celles de la fonction
logarithme népérien :

log 1=0, log 10=1, log(axb)=1log a+log b, log % =—log a,

log%ZIOga—logb, log @Z%loga etlog a"=nlog a

Ex 8-25 : Vrai ou faux

1) logle)=1 4) log(x)<1 < 0<x<10

)= 1
2) 10g(10 ) 5 5) log(x):_310g(5) = X:E

3) log(10°x 10%)=5 6) (log(x))'=log(e)In(x)

Ex 8-26 : Niveau sonore

Le niveau sonore N d'un bruit, exprimé en décibels (dB), est donné par

I
N= 1010g(1) , ol I est l'intensité sonore exprimé en W/ m” , et ot I,
0

est l'intensité de référence correspondant a la plus petite intensité
acoustique audible.

On sait que, lorsqu'on met en présence plusieurs sources sonores, les
intensités s'additionnent.

1) Le niveau sonore d'un lave-linge est de 50 dB.

Quel est le niveau sonore de deux lave-linges identiques ?

Le niveau sonore a-t-il doublé ?
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2 ) Le niveau sonore d'une note de musique obtenue au violon est de 70
dB . Combien faut-il de violonistes jouant ensemble la méme note, pour
obtenir un niveau sonore de 80 dB ?

3) Le niveau sonore d'un marteau-piqueur est de 110 dB et celui d'un
klaxon de voiture est de 80 dB. Quel est le niveau sonore des deux bruits
réunis ? Que remarque-t-on ?

Ex 8-27 : Algorithme de Briggs

Dans introduction a I’analyse infinitésimale (1748), Euler explique la
méthode de Briggs pour calculer une valeur approchée de log(5).

Ses calculs sont donnés dans le tableau ci-dessous :

e 2
A = 1,000000; [ A = 0, 0000300
B = 10,0000003 {B = 1, 0 3
/ C = 351612773 IC = o, §000¢00;
D= §,6234733 (L) = 0, 75000003 k
E = 4,216064; [E &= 0, 62§0000; \
Les calculs sont P wifoiray IF wsic: §575000; \\\
initialisés par GCrm o 13 {G = o, 71875093 , .
;T 5‘7.'4\. és s LH wim o 7031150 La méthode de Briggs
A=1, B=10 , I = 4958069; L == 0, 6:§3°153 utilise la relation
K = g§,00:865; {K == 0, 699 4
IA=0 et IB=1. L = 49804163 [L == 0, 6571656} 1og(/AB)=(log(A }+log(B))
M= 4916:7; (M= o, 6981421} 2

N = 4,997242; IN == o, 6987304; —

0 = 50000523 {0 = o, 6989745; C=VAB et
= 4,998647; IP = o, G988515; -1

Q = 49993503 1Q = o, Gosguys; (O 5 IAYIE)

R = 4,999701; {R = o, 6989440;

= 4,999876; IS = o, 6989591;

T = 4,999963; {T = o, €989668;

= g,000008; [F = o, 6989707;
” 49999843 {IF'= o, 6989687;
X = 4,999997; {X = o, G989697;
Y = g,000003; {Y = o, 6989702}

3 {Z = o, 6989700;

corrections : http:/pierrelux.net

Pour la suite des calculs, on procede de la fagon suivante et on considére
uniquement les variables A et B:

-si VvAB<5, alors :

IA+IB
A prend lavaleur VvAB et IA prend la valear ———
-si YAB>5 , alors :
IA+IB
B prend la valeur VvAB et IB prend la valeur ——
Ce qui donne :
A=3.1622776601683795 1A=0.5 LOGARITHMICA
B= 5.623413251903491 1B=0.75 LOGARITHMORYM
A= 4.216965034285822 1A= 0.625 CHILIARES ThLGLATs KA
A= 4.869675251658631 1A=0.6875
B= 5.232991146814947 1B=0.71875
B= 5.0480657166674705 1B= 0.703125

DEVE 2ot VivR L wiTe REn L
EY INSEHIL TANCGY AN MICVNLE,
Wih 4 TEENIITYTA B9E.

1A= 0.6953125
IB=0.69921875

1A= 0.697265625
1A=0.6982421875
1A= 0.69873046875
IB= 0.698974609375

A= 4.958068241684655
B=5.002864610575233
A=4.980416061248411
A=4.991627716362686
A= 4.99724300503361
B=5.00005301775164

LORDINE
Esaidibst GV L IE LA WS
TOHEE aiay

1) Vérifier les 4 premieres lignes de calcul.

2 ) Compléter I’algorithme suivant écrit en Python, afin qu’il applique
I’algorithme de Briggs pour le calcul de log(x) oti x est un réel compris
entre 10 et 100 avec une précision de 107" .

On initialisera 1’algorithme avec :

A=10, B=100, IA=1 et IB=2

1 |from math import *

2

3 |def CalculeLog_x( x, k):

4 =

5 =

6 IA=...........

7 IB=..........

8 precision = 10**(............ )
9 while(B-x>............ ):
10 if (sqrt(A*B)<...... ):
m = sqrt(A*B)

2 =1/2*(1A + 1B)
13 else

14 = sqrt(A*B)
5 =1/2*(1A + 1B)
16 return 1B

3) En déduire une valeur approchée 8 107" prés de log(85)
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EN ROUTE VERS LE BAC

Ex 8-28 : Baccalauréat S — Amérique du nord 30 mai 2013 — Ex 8-4

Fonction In — étude de fonction

Soit f la fonction définie sur l'intervalle |0 ; +eoo| par

f=—7m—

X
et soit € la courbe représentative de la fonction f dans un repére du plan. La courbe
€ est donnée ci-dessous :

1+In(x)
7

of)

e

1. a. Etudier la limite de f en 0.
In(x)
x

b. Que vaut xliTm ? En déduire la limite de la fonction f en +oo.

c. En déduire les asymptotes éventuelles 4 la courbe %'
2. a. Onnote f'la fonction dérivée de la fonction f sur l'intervalle |0 ; +o0l.
Démontrer que, pour tout réel x appartenant a l'intervalle |0 ; +ec],
PRIEE )
b. Résoudre sur l'intervalle |0 ; +oo[l'inéquation —1—2In(x) > 0.
En déduire le signe de f'(x) sur I'intervalle |0 ; +o0].

c. Dresser le tableau des variations de la fonction f.

3. a. Démontrer que la courbe % a un unique point d'intersection avec 1'axe

des abscisses, dont on précisera les coordonnées.

b. En déduire le signe de f(x) sur l'intervalle |0 ; +o0l.

corrections : http://pierrelux.net
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Ex 8-29 : Baccalauréat S — Métropole 20 juin 2013 — Ex 8-2

Fonction In — utiliser une représentation graphique — étude de fonction — corollaire du TVI -

algorithme

Sur le graphique ci-dessous, on a tracé, dans le plan muni d'un repére orthonormé
(O. 1, ] ] la courbe représentative € d'une fonction f définie et dérivable sur I'in-

tervalle |0 ; +o0cl.

C B

=1

On dispose des informations suivantes :
— les points A, B, C ont pour coordonnées respectives (1, 0), (1, 2), (0, 2);
— la courbe € passe par le point B et la droite (BC) est tangente 4 % en B;

— il existe deux réels positifs a et b tels que pour tout réel strictement positif x,

a+blnx
flg=2220%
1. a. Enutilisant le graphique, donner les valeurs de f(1) et f'(1).
. o . , (b—a)-binx
b. Vérifier que pour tout réel strictement positif x, f'(x) = — =

c. Endéduire les réels a et b.

2. a. Justifier que pour tout réel x appartenant & I'intervalle |0, +o0[, f'(x) ale

méme signe que —Inx.

b. Déterminer les limites de f en 0 et en +o0. On pourra remarquer que pour

Inx
tout réel x strictement positif, f(x) = . +2 -

c. En déduire le tableau de variations de la fonction f.

3. a. Démontrer que I'équation f(x) = 1 admet une unique solution a sur I'in-

tervalle ]0,1].

b. Parun raisonnement analogue, on démontre qu'il existe un unique réel §

del'intervalle |1, +0c] tel que f(f) = 1.
Déterminer l'entier n telque n< f<n+1.

4. On donne l'algorithme ci-dessous.

from math import *

def f(x):
y=2/x+2*log(x)/x
return (y)

a=0
b=1
while (b-a)>0.1:
m=(a+b)/2
if f(m)<l1:
a=m
else:
b=m
print ("a=",a,"b=",b)

a. Faire tourner cet algorithme en complétant le tableau ci-dessous que I'on

recopiera sur la copie.

étape 1 étape 2 étape 3 étape 4 étape 5

a 0

b 1

b—a

m

b. Que représentent les valeurs affichées par cet algorithme ?

c. ModifierI'algorithme ci-dessus pour qu'il affiche les deux bornes d'un en-

cadrement de j§ d"amplitude 107!,

corrections : http://pierrelux.net
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Ex 8-30 : Baccalauréat S — Antilles Guyane 11 septembre 2014 — Ex 8-3

corrections : http://pierrelux.net

Ex 8-31 : Baccalauréat S — Liban 5 juin 2017 — Ex 8-3

Fonction In — résolution d'une équation

On considére I'équation (Ep) :
e —x"=0

ol x est un réel strictement positif et 7 un entier naturel non nul.
1. Montrer que I'équation (E1) est équivalente a I'équation (Ez) :

In(x-X=0.
n

2. Pour quelles valeurs de n 'égquation (E;) admet-elle deux solutions ?

Probléme ouvert - Fonction exp - In - alignement

Soit k un réel strictement positif. On considere les fonctions f; définies sur R par:

e

fe(x)=x+ke

On note €} la courbe représentative de la fonction fi. dans un plan muni d'un repére

orthonormé.
On a représenté ci-dessous quelques courbes €. pour différentes valeurs de k.

Pour tout réel k strictement positif, la fonction fi admet un minimum sur R. La valeur
en laquelle ce minimum est atteint est I'abscisse du point noté A; de la courbe %}, 1l
semblerait que, pour tout réel k strictement positif, les points A soient alignés.

Est-ce le cas?
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Ex 8-32 : Baccalauréat S — Antilles Guyane 6 sept 2018— Ex 8-4

Suites — fonction In — fonction exp
On consideére la suite (u,,) définie par ug = 1, et pour tout entier naturel n,

Uns1=€xlUn.

1. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,

2. a. Démontrer que la suite (u,) est croissante.
b. En déduire la convergence de la suite (uy).
3. Pour tout entier naturel n, on pose
vy =In(u,)-2.

a. Démontrer que la suite (v,,) est géométrigue de raison %

=2

. Démontrer que, pour tout entier naturel n,

1

¥n = Ton-T"

¢. En déduire une expression de u, en fonction de I'entier naturel n.
d. Calculer la limite de la suite (up).
4. Dans cette question, on s'interroge sur le comportement de la suite (1) sil'on choisit d'autres

valeurs que 1 pour ug.
Pour chacune des affirmations ci-dessous, indiquer si elle est vraie ou fausse en justifiant,

Affirmation 1 : « 5i ug = 2018, alors la suite (u,,) est croissante. »
Affirmation 2 : « Si iy = 2, alors pour tout entier naturel n, 1 < up < e*.»
Affirmation 3 : « La suite (1) est constante si et seulement si g = 0. »

corrections : http:/pierrelux.net
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Chapitre 9 - REPRESENTATIONS PARAMETRIQUES ET EQUATIONS CARTESIENNES

Dans ce cours, I’espace est muni d’un repére orthonormé (O i, 7, ]_{)
1) REPRESENTATION PARAMETRIQUE D'UNE DROITE DE L'ESPACE

Propriété :

A
Soit d la droite de I’espace passant par le point A4 de coordonnées (x ;¥ ,; z,) et de vecteur directeur & de coordonnées (ﬁ .
y

Un point M de coordonnées (x; y; z) appartient & d si, et seulement si il existe un réel k tel que :

x=x,+k A
Y=Eyatkp
z=z,+ky

Preuve :
Soit M (x; y; z) un point de ’espace.

—

X—Xp A
M appartient & d si et seulement si, les vecteurs AM [y—ya| etu (B) sont colinéaires, si, et seulement si, il existe un réel & tel que AM =k .
Z—z, Y

Ce qui se traduit par :

Remarque :

A chaque réel k correspond un unique point M de la droite.
Réciproquement, a chaque point M de la droite correspond un unique réel & tel que AM =k i.

Définition :

Soit d la droite de I’espace passant par le point 4 de coordonnées (x,; v ,; z,) et de vecteur
A L ctre k & lacé
directeur # de coordonnées |B |. f parametre & peut ctre remplace par
y n'importe quelle autre lettre distincte de
x, yetz.
x=x,+kA On utilise aussi souvent la lettre 7.
y=y4tkB ( k€R)est une représentation paramétrique de la droite d .
z=z,+ky
Remarques :
x=a+k\
o Si A, B et y sont trois réels non nuls simultanément, le systéme | y=>5 4k B est une représentation paramétrique de la droite passant par
z=c+ky
A
le point de coordonnées (a ; b ; ¢) et de vecteur directeur | |.
Y
o Il n'y a pas unicité de la représentation paramétrique d'une droite de l'espace.

o Représentations paramétriques d’un segment et d’une demi-droite :
Soit 4 et B deux points distincts de I’espace.
En considérant le vecteur directeur AB, I’appartenance d’un point M au segment [4B] ou bien a la demi-droite [4B) s’obtient en adaptant
I’énoncé de la conclusion ci-dessus :
- pour le segment, il suffit de remplacer dans le systéme : « k €R » par

- pour la demi-droite [4B) , il suffit de remplacer dans le systeme : « k €R » par

9 - Représentations paramétriques et équations cartésiennes - Cours éléve - auteur : Pierre Lux - page 1/6 -
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2) EQUATIONS DE PLANS

Propriété :

Le plan qui passe par 4 et de vecteur normal 7 est I'ensemble des points M tels que :

Propriété :

Si a , b et ¢ sont nuls

« Tout plan admet une équation du type ax + by + cz +d =0 ou I'un au moins des réels @, b et ¢ estnon nul et | simultanément, deux cas se
. présentent :

d est un réel quelconque. De plus, le vecteur non nul 7|b | est normal & P.

. - d=0, et alors la relation

. . ax+by+cz+d=0 est
« Réciproquement : - s
toujours vérifiée

Soit a, b, ¢ et d des réels tels que 1'un au moins des réels a, b et ¢ n'est pas nul.

. _|a - d#0 , etalors la relation
L'ensemble des points M (x; y; z) de I'espace tels que ax + by +cz+d =0 est un plan de vecteur normal 7 |b | | 4 + by +cz+d =0 nlest

¢/ | jamais vérifiée

Preuve : exigible
a

o Soit P unplan, 7 (b |un vecteur normala P et 4 (x,;y,;z,) un point de P.
4

Soit M (x; y; z) un point de l'espace.

o Réciproquement :

Soit a, b, c et d des réels tels que I'un au moins des réels a, b et ¢ n'est pas nul.
a

On considére I'ensemble E des points M (x; y; z) de I'espace tels que ax +by+cz+d=0 etonnote 7 le vecteur de coordonnées |b
C

On considere, par exemple, que a# 0 . Le point 4 (7% ;05 0) estun pointde E .

Pour tout point M (x; y; z) de I'espace, ona AM x+% NI z) .

Ainsi AM-fi=ax+by+cz+d
L'ensemble E est donc I'ensemble des points M tels que AM-7i=0 , c'est a dire la plan passant par 4 et de vecteur normal 7.

Remarques :

« Un plan admet une infinité d'équations.
Si ax+by+cz+d =0 est I'équation d'un plan, alors k (ax+by+cz+d|=0, 00 k€R" , est aussi une équation de ce plan.

e Si d#0, le plan ne passe pas par l'origine du repere. On peut alors toujours choisir une équation de la forme

« Lorsque P estun plan paralléle 4 'un des plans de coordonnées, il admet comme vecteur normal I'un des vecteurs i, ; ou k , et on a alors :

- tout plan paralléle au plan (xOy| admet une équation du type
- tout plan paralléle au plan ( yOz) admet une équation du type

- tout plan paralléle au plan (xOz) admet une équation du type
9 - Représentations paramétriques et équations cartésiennes - Cours éléve - auteur : Pierre Lux - page 2 /6 -
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A) POSITION RELATIVE DE DEUX PLANS

Soit P, et Pdeux plans d'équations respectives @, x+b, y+c¢,z+d, =0 et a; x+b, y+c,z+d, =0 | et de vecteurs normaux respectifs 7; et ;.

On peut savoir a priori si les deux plans sont sécants ou paralléles selon que leurs vecteurs normaux sont colinéaires ou non.

En particulier, lorsqu'ils sont sécants, pour trouver les coordonnées de leurs points d'intersection, on résout le systéme formé par leurs deux
équations. Ce systeme posséde alors une infinité de solutions qui sont représentées par les points de la droite d, intersection de P; et P>,

Le tableau ci-dessous résume les différentes positions de P, et P, et indique 1'ensemble des solutions du systéme (S):

a,x+b y+ciz+d, =0
a,x+by,y+tc,z+d,=0

P, et P, sont paralléles Py et P, sont sécants

P, et P, confondus

7
- 7.

Py et P, sont strictement paralleles

ny et 1y colinéaires ny et 1, non colinéaires

Les suites (@, , b,, ¢,) et (a,, b,, ¢,) sont proportionnelles Les suites (a,.,b,, ¢)) et (a,, by, ¢;)
ne sont pas proportionnelles

Remarques :

o Ondit que (S] estun systéme d'équations cartésiennes de la droite d.

o La démarche géométrique permet de prévoir a priori le nombre de solutions.

B) POSITION RELATIVE D'UNE DROITE ET D'UN PLAN

A
et d la droite de vecteur directeur ¥ (B) et passant par le point 4 de
Y

a
b

c

Soit P le plan d'équation ax + by + cz +d =0 de vecteur normal i

coordonnées (x5 ¥ 45 z,).

On peut savoir a priori si d est sécante ou paralléle a P suivant que 7 est orthogonal ou non a .

X=X +EN
y=y 4B
z=z,+ty
ax+by+cz+d=0

En particulier, si d coupe P, leur point d'intersection 7 a pour coordonnées (x; y; z) solution du systéme (S):

Le tableau ci-dessous résume les différentes positions de d et P et indique l'ensemble des solutions du systéme (5 .

9 - Représentations paramétriques et équations cartésiennes - Cours éléve - auteur : Pierre Lux - page
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d et P sont paralléles d et P sont sécants
d d
d
/ d’
P P
d est contenue dans P d est strictement parallele a P
u et 1 orthogonaux et 7 non orthogonaux
Remarque :

Si d est définie comme l'intersection de deux plans P; et P», la recherche de l'intersection de d et P peut se ramener a celle des trois plans P, , P> et P

4) PROJETE ORTHOGONAL : APPLICATIONS

A) COORDONNEES DU PROJETE ORTHOGONAL D’UN POINT SUR UN PLAN
Exemple 1: Dans un repére orthonormal, on considére le point M(0;-1; 4) et le plan P d’équation 2x—y+3z—1=0.

Déterminer les coordonnées du projeté orthonormal A~ du point M sur le point P.

2
i (— 1 ) est un vecteur normal du plan P, et donc un vecteur directeur de la droite (MM’).
3

On en déduit une équation paramétrique de la droite (MM’) :

M’ est défini comme étant ’intersection de la droite (MM’) et du plan P . On a alors :

M’ a donc pour coordonnées

Ci-dessous : une vue du probléme réalisée avec GeoGebra.

O eql:2x—y+3z—1=0 = ») C %
Q@ M=(0-1,94)
f : Perpendiculaire(M, eql)
&)
— X =(0,-1, 4) + A (-0.53, 0.27, -0.8)
M’ = Intersection(f, eql)
O
— (-1.71,-0.14, 1.43)
g = Segment(M, M")
O
- 321
+

> Lux - page 4/6 -
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B ) COORDONNEES DU PROJETE ORTHOGONAL D’UN POINT SUR UNE DROITE

2
Exemple 2 : Dans un repére orthonormal, on considére le point M(0;-1; 4) et la droite d passant par A(—1;2;2) et de vecteur directeur (— 1)
3

Déterminer les coordonnées du projeté orthonormal M’ du point M sur la droite d .

Une équation paramétrique de la droite droite d est

Ci-dessous : deux vues du probléme réalisées avec GeoGebra.
A=(122) N

-

f : Droite(A, u)

- X=(1,22) +A(2-L3)

1

1
M=(0,-1, 4) 5 A

1 A

: ‘ 1 (
p : PlanOrthogonal(M, f) * N & »Q
/. s
— 0.53x- 0.27y + 0.8z = 3.47 ) l .;t 4
. P,
~ bt 1 e \
M’ = Intersection(f, p) Ty e Sl = f‘[1p -
e 2 Lt ) ~tmng
— (0.57,1.21, 4.36) 0 e )
* T
, : i . :
g = Segment(M, M) = : 3 _
. s .
1
1

-~ 231 » -
h : Droite(M, M) d

— X =(0,-1,4) + A (057, 2.21, 0.36)

C) FORMULE POUR CALCULER LA DISTANCE D’UN POINT A UN PLAN

—_ —

Soit (0;7, ik ) un repére orthonormal de I’espace et P le plan d’équation ax+by+cz+d =0 .

a
T b
C

On calcule MM' . 77 de deux fagons différentes :

est un vecteur normal a P.

Facon 1: (avec les coordonnées) M _'1
Xp— XM a

Ona MM' |yu—yu| et n|b| ,dou:
Zy—2Z c d

M
[

MM' . 7 =a(x, —xy+b(y, —yyltc(zy —zy)= —axy—byy—czy +ax, +by, +cz,.

9 - Représentations paramétriques et équations cartésiennes - Cours éléve - auteur : Pierre Lux - page 5/6 -
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Facon 2: (avec les projetés orthogonaux)

On a (par construction), MM’ et 7 colinéaires .... ( car ils sont tous les deux orthogonaux a P) . On a alors :

MM' .7 = ||MM'|| X |7 ou MM . H = HMM’” X |7| selonque MM’ et 7 sont de sens opposés on non.

On obtient donc :

la xy+b yy+czy—d|

On en déduit donc que la distance du point M au plan P est Nperyem
a +b +c

Revenons a I’exemple 2 :

En appliquant cette formule, on obtient que la distance de M au plan P est :

Ce résultat correspond bien au résultat fourni par GeoGebra.

On peut aussi calculer la longueur MM, on obtiendra le méme résultat.

- - auteur : Pierre Lux
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- REPRESENTATIONS PARAMETRIQUES - EQUATIONS CARTESIENNES - MATH SPE chapitre 9 : L’ESSENTIEL DU COURS htp://pierrelux.net

Représentation
paramétrique d’une droite

de I’espace :

Il n'y a pas unicité de la représentation
paramétrique d'une droite de I'espace.

Le parametre & peut étre remplacé
par n'importe quelle autre lettre distincte de
x, y et z. On utilise aussi souvent la lettre 7.

Interprétation géométrique
d’un systéme :

Dans ce cours, I’espace est muni d’un repére orthonormé (O i, 7, k)

Soit d la droite de 1’espace passant par le point 4 de coordonnées (x A Va2 A) et de vecteur directeur # de

A
coordonnées [ f |.
y
x=x,+k A
Un point M de coordonnées (x ; y; z) appartient & d si, et seulement si il existe un réel k tel que : { y=y,+k 8
z=z,+ky
X=x,+kn
y=y4+tkB ( k€R) est une représentation paramétrique de la droite d .
z=z,+ky
Pour représenter un segment, ou une demi-droite, il
suffit par exemple de choisir k€[0;1] ou k€R",
suivant le vecteur directeur et le point choisis.
x=a+k\
Si A, B et y sont trois réels non nuls simultanément, le systéme |y =5+ k B est une représentation paramétrique
z=c+ky
A
de la droite passant par le point de coordonnées (a ; b ; ¢) et de vecteur directeur |8 |.
Y

Eguations de plan :

On peut faire un paralléle
avec les équations de droites
dans le plan.

Plans paralléles a I’un des
plans de coordonnées :

Un plan admet une infinité d’équations

Le plan qui passe par 4 et de vecteur normal 7 est I'ensemble des points M tels que :
AM-7i=0

o Tout plan admet une équation du type ax + by + cz+d =0 ou I'un au moins des réels a, b et ¢ estnonnul et d
a

est un réel quelconque. De plus, le vecteur non nul 7|5 | est normal a P.
C

« Réciproquement : Soit a, b, ¢ et d des réels tels que I'un au moins des réels @, b et ¢ n'est pas nul.

—-

L'ensemble des points M (x; y; z) de I'espace tels que ax + by +cz+d =0 est un plan de vecteur normal 7

a
b
C
- tout plan paralléle au plan (xOy) admet une équation du type z =k
- tout plan paralléle au plan ( yOz) admet une équation du type x =k
- tout plan paralléle au plan (xOz) admet une équation du type y =k

Positions relatives de deux
plans :

Soit P; et P,deux plans d'équations

respectives a, x+b, y+c,z+d =0 et
a,x+b, y+c,z+d,=0 ,etde

vecteurs normaux respectifs 7, et
nz .

Le tableau ci-contre résume les
différentes positions de P; et P, et
indique I'ensemble des solutions du
R +b, y+c,z+d, =
systeme (S):/%1¥ b, y+e,z+d, =0
a,x+b,y+c,z+d,=0

Py et P; sont paralléles Py et P> sont sécants

Py et P; confondus

On dit que (S) estun
systéme d'équations
cartésiennes de la
droite d .

P, et P> sont strictement paralléles

1y et N7 colinéaires Wy et M non colinéaires
Les suites (@, . b,, ¢,) et (a,. b, , G|

Les suites (a@,.b,.c,| et (a,, b, , ¢, | sont proportionnelles .
ne sont pas proportionnelles

|8 admet une infinité de solutions :
tous les triplets (x ; ¥ ; z| solution de
l'une des deux équations

| 5| admet une infinité de solutions :

|5 n'admet aucune solution v i d
tous les triplets |x; y ; z| coordonnées des points de d

Positions relatives d’une

droite et d’un plan :
Soit P le plan d'équation
ax+by+cz+d =0 de vecteur normal

a
ﬁ( b) et d la droite de vecteur
c

. (A
directeur #{f| et passant par le
Y

point A (x,,:2,) .

Le tableau ci-contre résume les
différentes positions de d et P et indique]
I'ensemble des solutions du systéme
X=x,+th
(5):| y=ya¥th
z=z +ty

ax+by+cz+d =0

d et P sont sécants

d d

d et P sont paralléles

d est contenue dans P d est strictement paralléle 4 P

i et i orthogonaux if et i non orthogonaux

| 5| admet une infinité de solutions :
tous les triplets [x: y : =) coordonnées des
points de d

| S a une unique solution :

|5 n'admet aucune solution Zes ey s
|x,: ¥, 1 z;) coordonnées de [
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Représentation paramétrique d'une droite de 1'espace
Ex 9-3 : Droite, segment, demi-droite

Ex9-1: Vrai ou faux ? Soit A2;1;4), B(1;0;—2) , C(—2;0;0) et D(0;5;6)
Donner des représentations paramétriques de la droite (AB), du segment
x=-1+2t [CD] et de la demi-droite [BC).
Soit la droite d:{y=—3t¢ , teR
z=2—t

1) d passepar A(—1;0;2)

-1
2) d apour vecteur directeur U | 0
2
3) d passe par B(1;—3;-1)
—2
4) d apour vecteur directeur V | 3
1
x=3-2k Ex 9-4 : Appartient ou pas ?
d glea d':{y=1+3k , keR
5) est paralléle a ;/: . s =24t
Soit d:ly=—1+2t , teR
z=—3t
Dire si les points suivants appartiennent ou pas a la droite d :
A(2;-1;-3)
6) d coupe l'axe des ordonnées.
B(0;-3;6)
7) d coupe l'axe des cotes au point C(3;—6;0).
) p p ( ) Cli—3:3
D(3;1;-3)
Ex 9-2 : Eléments caractéristiques
Donner les éléments caractéristiques des droites suivantes : Ex 9-5: Droites sécantes ?
x=2t
=3+t x=1-2s
d:ly=2— X
1) dry=2-3t, teR Soit d:{y=2—t , teR et d':ly=—s | s€R
z=2-6t
z=2t z=—1+s
1) Montrer que d et d' ne sont pas paralléles.
x=3t—4
2) d'tly=1-3t | teR
z=—t

2 ) Donner deux points A et B de la droite d .
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3 ) Donner deux points C et D de la droite d' .

4) Montrer que A, B, C et D ne sont pas coplanaires.

5) Que peut-on en déduire pour ces deux droites ?

Ex 9-6 : Avec le centre de gravité

On considére les points A (1;2;3), B(—1;0;1) et C(2;1;—1).

1) Déterminer les coordonnées du centre de gravité G du triangle OBC.

2 ) Donner une représentation paramétrique de la droite (AG).

3) Quelle est la valeur du parametre correspondant a chacun des points

suivants :

le milieu M de [AG] ?

le symétrique S de M par rapport a A ?

Ex 9-7 : Avec le milieu d'un segment

1) Donner une représentation paramétrique de la droite d passant par le

1
point A(6;1;1) et de vecteur directeur U | 2
—1

2 ) Donner une représentation paramétrique de la droite d' passant par le

-1
point B(3;—3;—6) et de vecteur directeur V| 1
2

3 ) Montrer qu'il existe CEd et DEd’ tels que le milieu de [CD] soit
le point I(l;—2;3) .
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Ex 9-8 : Droites confondues

x=—1-5t x=9+10¢
Soit d:{y=—3+t , teR et d':ly=—5-2¢ | teR
z=4¢t z=—8-8t

Montrer que les droites d et d' sont confondues.

Ex 9-9 : Droites paralléles

x=—1-3t x=1-9t
Soit d:{y=—3+t , teR et d":{y=—1+3t , teR
z=2-2t z=3—6t

Montrer que les droites d et d' sont strictement paralléles.

Ex 9-10 : Droites sécantes

x=—1+2t x=1+t
Soit d:iy=1-t , teR et d':{y=—t , teR
z=2+t z=3+4t
Montrer que les droites d et d' sont sécantes.
Ex 9-11 : Droites non coplanaires
Xx=—3+t x=-t
Soit d:{y=t , teR et d'tly=2¢ | teR
z=1+3t z=8-3t

Montrer que les droites d et d' ne sont pas coplanaires.

corrections : http:/pierrelux.net
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Ex 9-12 : Droites concourantes

xX=—t x=3+2t
On consideére les droites : di:{y=3+t , teR , dy:iy=—2t | teR
z=1+2t z=—5—4t
x=—2+4t
et diiiy=1+4t | teR
z=1

1) Montrer que ces trois droites sont concourantes en un point dont on
déterminera les coordonnées.

2 ) Ces droites sont-elles coplanaires ?

Ex 9-13 : Minimum d’une fonction pour déterminer le projeté orthogonal

xX=2+t x=1
Soit d:{y=—3—4¢t, teR et d':ly=2+t , teR
z=1 z=4+3t

1) Montrer que d et d' sont sécantes en un point A dont on déterminera
les coordonnées.

corrections : http:/pierrelux.net

2) Montrer que B(—1;2;3) n'appartient pas au plan défini par les droites
detd.

3) A tout point M de paramétre t de d , on associe la fonction f définie
par f(t}J=BMz2 .
Calculer f(t) et déterminer la valeur t, pour laquelle f (t] est minimale.

Que représente le point H de paramétre t, de d ?

Ex 9-14 : Droites orthogonales mais pas perpendiculaires

Soit A(—1;0;2) , B(1;1;3), C(—2;1;4) et D(0;1;0).
1) Donner une représentation paramétrique de (AB), puis de (CD).
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2 ) Montrer que ces deux droites sont orthogonales, mais pas
perpendiculaires.

Ex 9-15 : Droites perpendiculaires et donc orthogonales

Soit A(-1;1;3) , B(2;-1;-2) , C(0;1;—4) et D(2;—1;-2).
1) Donner une représentation paramétrique de (AB), puis de (CD).

2 ) Montrer que ces deux droites sont perpendiculaires et déterminer leur
point d'intersection.

corrections : http:/pierrelux.net

/.

Equations de plans

Ex 9-16 : Vrai ou faux

Soit le plan P:x—2y+z—2=0.

1 1
1) 4(—2) est un vecteur directeur 2) ﬁ(—Z) est un vecteur normal
1 1
-2
3) u | 4 |estun vecteur normal
-2

Ex 9-17 ; Equation cartésienne d'un plan : point et vecteur normal

4) P passe par A [0;0;2)

Dans chacun des cas, déterminer une équation cartésienne du plan passant
par le point A et de vecteur normal 7.

1
1) A2;-1;3) et |0
3

—_— —

2) A(1;5;0) et =1 -2

Ex 9-18 : Equation cartésienne d'un plan : trois points
Soit les points A (1;5;0), B(2;0;—1) et C[0;3;4).

1) Déterminer un vecteur normal au plan (ABC).
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2) P:x—2y+z—4=0 et Q:=3x+y—4z-2=0

3) P:x—2y+3=0 et Q:2x+y—-3z—-5=0

2 ) Donner une équation cartésienne du plan (ABC).

4) P:x=—1 et Q:z=2

Ex 9-19 : Projeté orthogonal .
Ex 9-21 : Intersection de deux plans

Soit le plan P:—5x+y—z—6=0 et le point A(-6;2;-1).

Dans chacun des cas, démontrer que les plans P et sont sécants,
Démontrer que B(—1;1;0) est le projeté orthogonal de A sur le plan P. d P Q

déterminer une représentation paramétrique de leur droite d'intersection
puis donner un vecteur directeur de cette droite.

1) P:2x—3y+z—4=0 et Q:x+2y—z+1=0

Position relative de deux plans

Ex 9-20 : Plans perpendiculaires

Dans chacun des cas, aprés avoir déterminé des vecteurs normaux aux plans
P et Q, déterminer leur position relative :

1) Pi—x—y+2z-5=0 et Q:2x+4y-3z=0
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2 ) Déterminer une équation cartésienne du plan R paralléle au plan P et
passant par le point A (—2 ;0;3)

2) P:x—3y+2z—5=0 et Q:2x+y+7z—1=0

Position relative d'une droite et d'un plan

Ex 9-23 : Vrai ou faux

x=1-2t

Soit la droite d: y=—2+t, t€ER etleplan P:2x—y—3z+10=0
z=3t

1) d et P sont paralleles 2) d et P sont perpendiculaires.

3) Leur point d'intersection a pour 4 ) Leur point d'intersection a pour
paramétre (=0 sur la droite. coordonnées (—1;—1;3)

Ex 9-24 : Intersection d'une droite et d'un plan

Dans chacun des cas, déterminer les coordonnées du point d'intersection,
quand il existe, de la droite d etduplanP:

x=1+t
1) dily=—1+t, t€R et P:5x—y+22=0
z=t
Ex 9-22 : Plans paralléles
3
Soit les plans P:—2x+4y—3z+2=0 et Q:x—2y+Ez—5:0,
1) Montrer que les plans P et Q sont paralléles.
x=1-2k
2) diiy=1+k |, kER et P:x—y+z+1=0
z=3k
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x=1+s Intersection de deux droites
3) d: y=2+s, SER et P:x+y—2z-3=0
=g Ex 9-26 : Droites sécantes
x=-1 x=4-5t
Soit les droites d:{y=1—t , teR et d':{y=3-2t , t€R
z=1-2t z=—1+2t

1) Démontrer que les droites d et d' sont sécantes.

x=1-—s
4) d:iiy=2+4s , sER et P:z=0
z=3s549

2 ) Déterminer une équation cartésienne du plan contenant ces deux
droites.

Ex 9-25 : Etudier la position relative d'une droite et d'un plan
Soit les points A (0;—1;—1) et B(1;0;0).

1) Donner une représentation paramétrique de la droite (AB).

2) Etudier la position relative de cette droite avec chacun des plans
P:—3x+y+2z+43=0, Q:2x—3y+z—3=0 et R:—x+2y—3z+3=0
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Ex 9-27 : Droites paralléles

x=—2—4t x=1+2t
Soit les droites d:{y=3+2t , teR et d':{y=5—t , teR
z=1-2t z=—1+t

1) Démontrer que les droites d et d' sont strictement paralléles.

2 ) Déterminer une équation cartésienne du plan contenant ces deux droites.

EN ROUTE VERS LE BAC

Ex 9-28 : Baccalauréat S — Liban 27 mai 2015 — Ex 9-1

Repeére — équations de droites et de plans — intersection d'une droite et d'un plan — produit scalaire

— volume — droites sécantes

I est le milieu du segment [AB], ] est le milieu du segment [EH], K est le milieu du
segment [BC] et L est le milieu du segment [CG].
On munit I'espace du repére orthonormé |A; :‘Tﬁ, ﬁ, AE |

1. a. Démontrer que la droite (FD) est orthogonale au plan (IJK).
b. En déduire une équation cartésienne du plan (IJK).
2. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (FD).

3. Soit M le point d'intersection de la droite (FD) et du plan (IJK). Déterminer
les coordonnées du point M.

4. Déterminer la nature du triangle IJK et calculer son aire.
5. Calculer le volume du tétraédre FIJK.

6. Les droites (I]) et (KL) sont-elles sécantes ?*
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Ex 9-29 : Baccalauréat S — Polynésie 12 juin 2015 — Ex 9-1

corrections : http:/pierrelux.net

Ex 9-30 : Baccalauréat S — Métropole 22 juin 2015 — Ex 9-2

Repere — équations de droites et de plans — intersection d'une droite et d'un plan — section

On considére le pavé droit ABCDEFGH ci-dessous, pour lequel AB= 6, AD =4 et
AE=2. . . .
1,] et K sont les points tels que Al = EAB LAl = E;‘\D, AK = EAE.

H G
E § F
‘D
K C
]
A I B

On se place dans le repére orthonormé (A; H, If, R)

2
1. Vérifier que le vecteur 7t de coordonnées { 2 ] est normal au plan (I]G).
-9

2. Déterminer une équation du plan (1JG).

3. Déterminer les coordonnées du point d'intersection L du plan (I1G) et de la
droite (BF).

4. Tracer la section du pavé ABCDEFGH par le plan (1]G). Ce tracé sera réalisé
sur la figure donnée en annexe a rendre avec la copie). On ne demande pas
de justification.*

Repere — équations de droites et de plans — droites non coplanaires — distance minimale

Dans un repére orthonormé (0, 1, ], K) d'unité 1 cm, on considére les points A(0; —1; 5),
B(2;-1;5),C(11;0; 1), D(11; 4; 4).

Un point M se déplace sur la droite (AB) dans le sens de A vers B 4 la vitesse de 1 cm
par seconde.

Un point N se déplace sur la droite (CD) dans le sens de C vers D i la vitesse de 1 cm
par seconde.

Alinstant ¢ = 0le point M est en A et le point N est en C.

On note M; et N; les positions des points M et N au bout de t secondes, ¢ désignant
un nombre réel positif.

On admet que M; et Ny, ont pour coordonnées : M;(t; —1; 5) et Ny(11; 0,8¢; 1+
0,61).

Les questions 1 et 2 sont indépendantes.

La droite (AB) est paralléle a I'un des axes (OI), (O]) ou (OK). Lequel ?

b. La droite (CD) se trouve dans un plan & paralléle a I'un des plans (OI]),
(OIK) ou (OJK).

Lequel ? On donnera une équation de ce plan 22,

| - 5

c. Vérifier que la droite (AB), orthogonale au plan 2, coupe ce plan au point
E(11; —1;5).
d. Lesdroites (AB) et (CD) sont-elles sécantes?
2. a. Montrer que M;N? = 2¢%—25,2¢ + 138.

b. A quel instant  la longueur M; N; est-elle minimale 2*
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Ex 9-31 : Baccalauréat S — Pondichéry 27 avril 2017 — Ex 9-5 Ex 9-32 : Baccalauréat S — Centres étrangers 13 juin 2012 — Ex 9-1 (en partie)

Equations de plans — section Repere — équations paramétriques — intersection de droites — parallélogramme — milieu

On considére un cube ABCDEFGH fourni en annexe. On considére un cube ABCDEFGH d'aréte de longueur 1.

Lespace est rapporté au repére (A‘. AB, AD, AE |. On se place dans le repére orthonormal (A H AB; AD H XE]

pid x 1 1 Co1 ) 3
On note 2 le plan d'équation x + St 52—1 =0. On considére les points I[l Y D], 1[0 = l}, K[E ;0;1)etl{a; 1;0) avec a un
Construire, sur la figure fournie en annexe, la section du cube par le plan 22, nombre réel appartenant a l'intervalle [0; 1].

La construction devra étre justifiée par des calculs ou des arguments géométriques.

z Les parties A et B sont indépendantes.

Partie A

1. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (1]).

2. Démontrer que la droite (KL) a pour représentation paramétrique

x = 3+¢(a-%)
y = t L, HER
z = 1-1¢

1
3. Démontrer que les droites (I]) et (KL) sont sécantes si, et seulement si, a = T

Partie B
Dans la suite de |'exercice, on pose a = 1—.

Le point L. a donc pour coordonnées [% ;1;0).

1. Démontrer que le quadrilatére IKJL est un parallélogramme.
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Ex 9-33 : Baccalauréat S — Amérique du nord 30 mai 2014 — Ex 9-3 (en partie)

Repéere — équations paramétriques — intersection de droites — section

On considére un cube ABCDEFCH donné en annexe 2 (4 rendre avec la copie).
On note M le milieu du segment [EH], N celui de [FC] et P le point tel que

1
HP = —HG.
4

Partie A : Section du cube par le plan (MNP)

1. Justifier que les droites (MP) et (FG) sont sécantes en un point L.
Construire le point L

2. On admet que les droites (LN) et (CG) sont sécantes et on note T leur point
d'intersection.

On admet que les droites (LN) et (BF) sont sécantes et on note () leur point
d'intersection.

a. Construire les points T et ) en laissant apparents les traits de construc-
tion.

b. Construire l'intersection des plans (MNP) et (ABF).
3. En déduire une construction de la section du cube par le plan (MNP).
Partie B
L'espace est rapporté au repére (A ; AB ,ﬁ ,A_E .

1. Donner les coordonnées des points M, N et P dans ce repére.
2. Déterminer les coordonnées du point L.

corrections : http:/pierrelux.net
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Chapitre 10 — SUCCESSION D’EPREUVES INDEPENDANTES — SCHEMA DE BERNOULLI

1) SUCCESSION D’EPREUVES INDEPENDANTES

Définition :

On considére n (ot n€IN’) épreuves aléatoires E,, E,, ..., E, successives . Si les résultats de chacune d'elles ne dépendent pas des
résultats des épreuves précédentes, on dit que ces épreuves sont indépendantes . Dans ce cas :

- L’univers des issues possibles est le produit cartésien €, XQ,X...XQ, ot pourtout k€(1;2;...;n},  est]’univers de I’épreuve E, .

- Une issue de la succession d’épreuves est un n -uplet (i1;i2;...;0,) , o0t i estune issue de E, .

Remarque : Lors de tirages successifs avec remise, les épreuves sont indépendantes.

Exemple : On jette successivement une piece de monnaie non truquée, puis un dé équilibré. Ces deux épreuves sont indépendantes.

On s’intéresse a la probabilit¢ p d’obtenir un face, puis un nombre pair.

En notant M=|Pi,F| et D=(1;2;3;4;5;6], les univers respectifs des deux épreuves, on peut représenter toutes les issues a ’aide du produit
cartésien :

Ou en utilisant un arbre :

Dans les deux cas la description de toutes les issues est intéressante, mais ce travail peut trés vite devenir bien laborieux.

Nous pouvons, d’aprés le principe multiplicatif, dénombrer 12 issues équiprobables, dont 3 favorables, ce qui donne :
Nous pouvons aussi utiliser la propriété ci-dessous :

Propriété : admise

Lors de la répétition de 7 épreuves indépendantes, la probabilité d'une issue (i1;i2;...;1,) est le produit des probabilités de chacune des
issues du 7 -uplet.

Exemple :

On obtient directement la probabilité cherchée :

2) SCHEMA DE BERNOULLI

Définition :

On appelle épreuve de Bernoulli une épreuve ayant deux éventualités : L'éventualité S correspond au "succes" de
1'éventualité S avec la probabilité p et I'éventualité S avec la probabilité 1— p. I’expérience, S étant alors "l'échec”.

La loi d’une épreuve de Bernoulli de paramétre p est donnée par le tableau ci dessous :

issue S S

probabilité p I-p

- ] s indéj ntes - Sché j - s éleéve - auteur : Pierre Lux - pa
10 - Succession d’épreuves indépendantes - Schéma de Bernoulli - Cours éléve - auteur : Pierre Lux - page 1/2
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Exemple : la preuve qui se généralise a partir de cette exemple est exigible
On jette une piéce de monnaie.
11 s'agit d'une épreuve de Bernoulli, les deux éventualités sont Pi : "Pile" et F : "Face".

- A1 1
Notons P(Pij=p et P(F)=1-p (silapiéceestéqulhbrée,onaP(PIJ:EetP(F)ZE).

On répéte quatre fois, de fagon indépendante, le jet de cette piece . On peut traduire la situation par un arbre pondéré.

.——lﬂ/\—_kp—\—-.

i = " H-pr i —F T F
i NG T g T TR T T
NN N AN AN AN AN AN
HoF PoF Fi F BOF P F HoOF P F HoOF

L'univers de cette expérience aléatoire se compose de 16 quadruplets de résultats correspondants chacun aux 16 chemins de 1'arbre.

La probabilité d'obtenir le quadruplet (Pi ; Pi; F ; Pi) est
Ilya possibilités d'obtenir trois fois Pile sur les quatre lancers . Ainsi la probabilité de I'événement obtenir trois pile est :

Notons X la variable aléatoire égale au nombre de "Pile" obtenus sur les quatre lancers.
Ona X(Q= et onajustifié que P(X=3)=

En procédant de méme, on en déduit la loi de probabilité¢ de X :

k 0 1 2 3 4
P(X=k

Définition :

On appelle schéma (ou expérience ) de Bernoulli, la répétition » fois, de maniere indépendante, d'une épreuve de Bernoulli.

Remarque : On dit que la variable aléatoire de I'exemple précédent suit une loi binomiale de paramétres 4 (nombre de répétitions) €t p (probabilité du succés)
Remarque : q ple p p

3) LOI BINOMIALE

On généralise facilement le résultat précédent :

Propriété :

On considére un schéma de Bernoulli consistant en la répétition n fois d'une épreuve de Bernoulli pour laquelle la probabilité du
succes S est p.
Si on note X la variable aléatoire égale au nombre de succés obtenus sur les n répétitions, la loi de probabilité de X est donnée par :

k
pour tout k€N tel que 0 <k <n, P(X=k)=(Z)P (1—pr*

Définition :

On dit que la loi de probabilité¢ d'une variable aléatoire X est une loi binomiale de paramétres n_et p lorsque :

« l'ensemble de ses valeurs est {0 N B n}

k
« pour tout k€N tel que 0<k<n, P(X:k):(Z)P (1—pr

Cette loi est souvent notée B(n ; p)

Propriété : admise

La loi binomiale de paramétres n et p a pour espérance mathématique E(X)=np et pour variance V (X)=np(1— p)

10 - Succession d’épreuves indépendantes - Schéma de Bernoulli - Cours éléve - auteur : Pierre Lux - page 2/2
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Succession d’épreuves
indépendantes :
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On considére n (ou neIN") épreuves aléatoires E, , E, | ..., E, successives.
Si les résultats de chacune d'elles ne dépendent pas des résultats des épreuves précédentes, on dit que ces épreuves
sont indépendantes . Dans ce cas :

- Lunivers des issues possibles est le produit cartésien Q,XQ,X...XQ | ot pour tout k€[1;2;...;n], 2 est

’univers de I’épreuve E, .

- Une issue de la succession d’épreuves est un n -uplet (i1;i2;...;i,), oul i estune issue de E, .

Lors de tirages successifs avec remise,
les épreuves sont indépendantes.

Propriété :

Lors de la répétition de 7 épreuves indépendantes, la probabilité d'une issue (i1;i2;...;1,] est le produit des
probabilités de chacune des issues du 7 -uplet.

Schéma de Bernoulli :

On écrit Bernoulli et non
Bernouilli

On appelle épreuve de Bernoulli une épreuve ayant deux éventualités :
I'éventualité S avec la probabilité p et 1'éventualité S avec la probabilité 1 — p.

La loi d’une épreuve de Bernoulli de paramétre p est donnée par le tableau ci dessous :

issue S S |

L'éventualité S correspond au
"succes" de 1’expérience, S étant
alors "l'échec”

probabilité p 1-p |

On appelle schéma ( ou expérience ) de Bernoulli, la répétition » fois, de manicre indépendante, d'une épreuve de
Bernoulli.

Loi binomiale :

Espérance et variance :

Calculatrice :

oon ¢

148
188RE 000 .

Menu>Probabilités>Distributions>Binomiale DdP

On considere un schéma de Bernoulli consistant en la répétition » fois d'une épreuve de Bernoulli pour laquelle la
probabilité du succes S est p.

Si on note X la variable aléatoire égale au nombre de succés obtenus sur les n répétitions, la loi de probabilité de X
est donnée par :

k
pour tout kN telque 0 <k <n P(X=kJ=(Z)p (1= pp*

On dit que la loi de probabilité de la variable aléatoire X est une loi binomiale de paramétres n et p

L'ensemble de ses valeurs est {0 8 U n}

Cette loi est souvent notée B (n; p)

E(X)=np et V(X]=np(1—p

Les calculatrices de lycée permettent de calculer directement P(X=a) et P(X<a).
Aujourd’hui, on ne s’amuse plus a faire & la main ce type de calcul.
Voila un exemple avec une Ti-nspire pour calculer P(X=35) et P(X<5) ou X suit la binomiale B (20 ;0,4)

*Classeur
binomPdf(20,0.4,5) 0.074647019529
binomCdf(20,0.4,0,5) 0.125598972723
P(x=5 /!
P(X<5)

Menu>Probabilités>Distributions>Binomiale FdR
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Successions d’expériences

Ex 10-1 : Expériences aléatoires indépendantes ou non

Pour chacune des propositions suivantes, dire si les deux expériences
aléatoires sont indépendantes ou non.

1) On lance deux fois un dé non truqué.

2) On tire une carte d'un jeu de 32 cartes que 1'on met de c6té, puis on tire
une seconde carte.

3) On tire une carte d'un jeu de 32 cartes que 1'on remet dans le paquet, puis
on tire une seconde carte.

4) Pour payer sa baguette de pain, une cliente sort au hasard une premiére
piéce de son porte-monnaie puis une seconde.

Ex 10-2 : Produit cartésien

Une urne contient 6 boules blanches et deux boules vertes indiscernables au
toucher . On tire successivement et au hasard trois boules avec remise.

1) En utilisant le produit cartésien, lister les issues possibles.

2 ) Déterminer la probabilité d’obtenir exactement 2 boules blanches.

Ex 10-3 : Vrai ou faux

On effectue, dans une urne contenant dix jetons noirs et vingt jetons blancs,
deux tirages successifs avec remise du jeton tiré dans I'urne.

1) La probabilité d'obtenir deux jetons noirs est égale a %+ %

2 ) La probabilité d'obtenir deux jetons blancs est égales a %X ;—g

La probabilité d'obtenir deux jetons de la méme couleur est égale a

L

4) La probabilité d'obtenir deux jetons de couleur différente est égale a g

corrections : http:/pierrelux.net

Ex 10- 4 : Arbre pondéré

1) Dans une créche, un jeu de construction en bois de 50 piéces comporte
20 cubes, 10 cylindres et 20 parallélépipédes droits.

Un enfant choisit au hasard une piéce du jeu puis la repose dans la baril ou
est rangé le jeu . Il recommence l'opération. Représenter les deux
expériences a 1'aide d'un arbre pondéré.

2 ) Sur les piéces cubes est gravé le chiffre 5, sur les cylindres le chiffre 2
et sur les pavés le chiffre 3.

Déterminer la loi de la variable aléatoire X égale a la somme des deux
chiffres obtenus.

Ex 10-5 : Probabilités conditionnelles

On considére une urne A contenant trois boules jaunes et sept boules
bleues et une urne B contenant quatre boules vertes, deux boules rouges et
deux boule jaune . Les boules sont toutes indiscernables au toucher.

On choisit au hasard de maniére équiprobable une urne, puis on tire une
boule dans cette urne. On s’intéresse a la couleur de la boule tirée.

1) Représenter la situation a 1’aide d’un arbre de probabilités.
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2 ) Cette expérience est-elle une succession d’épreuves indépendantes ?

3 ) Déterminer la probabilité de I’événement J : «Obtenir une boule Jaune »

4) Sachant que I’on a obtenu une boule jaune, quelle est la probabilité que
la boule provienne de ’'urne A ?

Ex 10-6 : Simuler une succession d’épreuves indépendai

@ python

On aimerait simuler I’expérience aléatoire consistant a tirer 10 fois de
maniére successive et avec remise une boule dans une urne contenant 1
boule portant le numéro 1, 4 boules portant le numéro 3 et 5 boules portant
le numéro 2.

Compléter le programme ci- dessous qui permet de simuler et d’afficher 20
fois cette expérience.

from random import random
def simul():
b=[]
for i in range(10):
a=.........
if (a<=......... ):
b.append(.........)
else:
if (a>=......... ):
b.append(.........)

O 001N DN K~ W —

11 else:

12 b.append(.........)
13 return(.........)

14

15 |foriinrange(......... ):

print(..................)

’

Epreuve de Bernoulli

Ex 10-7 : Vrai ou faux
Les expériences suivantes correspondent-elles a des épreuves de Bernoulli.

1) On lance un dé cubique numéroté de 1 a 6 et on note le résultat obtenu.

2 ) On lance un dé cubique numéroté de 1 a 6 et on s'intéresse a la parité du
résultat obtenu.

corrections : http:/pierrelux.net

3 ) Pour jouer a « pile ou face », on lance deux piéces de monnaie et on
note le nombre de « pile » obtenu .

4 ) On effectue un tirage dans une urne contenant des boules noires, rouges
et blanches et on note la couleur de la boule obtenue.

5) On effectue un tirage dans une urne contenant des boules noires, rouges
et blanches et on note si la couleur de la boule obtenue se retrouve dans le
drapeau francais.

Schéma de Bernoulli - L.oi binomiale
Ex 10-8 : Reconnaitre un schéma de Bernoulli et une loi binomiale

Dire lesquelles des expériences 1 et 2 correspondent a des schémas de
Bernoulli et lesquelles des variables aléatoires X et Y suivent une loi
binomiale.

Expérience 1 :

On lance dix fois un dé a 6 faces, dont les faces sont numérotées de 1 a 6.
Lors d’un lancer, si le numéro qui apparait est 1 alors c’est un succes,
sinon c¢’est un échec.

On note X la variable aléatoire qui compte le nombre de succés de ces
séries de 10 lancers et Y la variable aléatoire telle que si le lanceur a eu
plus de 7 succes il gagne 10€ sinon il perd 5€.

Expérience 2 :

On lance une piece, on note F si face apparait et P si pile apparait.

- Si le résultat du lancer est F alors on tire une boule de I’urne 1 contenant
une boule rouge et une boule noire

- Si le résultat du lancer est P alors on tire une boule de I’urne 2 contenant
une boule blanche et une boule bleue.

Ex 10-9 : Définir les paramétres de la loi binomiale

Dans chacun des cas, justifier que la situation correspond a un schéma de
Bernoulli et donner les parametres de la loi binomiale suivie par X.

1) A Genéve en 2008, l'institut de recherche sur les allergies et I'asthme a
annoncé qu'un vaccin contre l'allergie aux chats a été testé avec succes sur
des souris. En effet le vaccin guéri 1'allergie chez les souris dans 88% des
cas. Un laboratoire a testé le vaccin sur une population de 30 souris
allergiques. Chaque matin un laborantin préléve trois souris de
I'échantillon pour effectuer des analyses, prélévement que 1'on considére
comme étant avec remise.

On appelle X la variable aléatoire égale au nombre de souris saines
prélevées par le laborantin.
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2 ) Alexandre joue a la roulette (numérotée de 0 a
36). Il mise 15 fois de suite sur le numéro « 12 ».
On appelle X le nombre de parties remportées par
Alexandre.

Ex 10-10 : Vrai ou faux : loi binomiale — coefficients binomiaux

Soit k et n deux entiers naturels ?

1) Dans un schéma de k épreuves de Bernoulli, (Z) est le nombre de

chemins réalisant n succes.

2 ) Le coefficient (i) n'existe pas.
2 (A

0/ \4) \7) \0
4) (n+1):(n)+1

1 1

(54

7 3
6 ) L'équation (3)+(2):(§) a pour solution 8.

Ex 10-11 : Coefficient binomiaux — sans calculatrice — triangle de Pascal

1) Calculer sans calculatrice :
(111) _ (15) _
0 15
(412) _ (15)_(15) _
1 5 10
B e
84 80/ \80/ \79

2) A l'aide du triangle de Pascal, donner les valeurs des coefficients

binomiaux de la forme (?{) ou k estun entier compris entre 0 et 6.

corrections : http:/pierrelux.net

Ex 10-12 : Utilisation de la calculatrice

1) Une variable aléatoire X suit la loi binomiale de parameétres n=30 et
p=0,7 .Calculera 107° prés avec la calculatrice les probabilités
suivantes.

a) P(X=20) b) P(X<20)

c) P(X<20) d) P(X>20)

2 ) X est une variable aléatoire qui suit une loi binomiale telle que
P(X=3)= (430) 0,2* 0,87

Déterminer P(X=5)

Ex 10-13 : Choisir la bonne représentation

Associer chaque représentation a la loi binomiale qu’il représente.

0 5 10 15
B(20;0.3) ;ﬂ—ﬂ_’j‘ii
5 10 15 20
5 10 15 20

Ex 10-14 : Propriété géométrique

| ENCEE
On considére une variable |10 0028
aléatoire qui suit la loi JiLio.0509
. . 1 d N 12| 0.0806
binomiale de parametres i3o1s
n=30 et p=0,5. | I EEE
if15]0.1445
< iJ16|01354
On a tracé la 7 l0a1s
représentation graphique ;|18 [0.0808
de X avec GeoGebra {18 10.0509
200028
21|0.0133
T £ 20 | 22]0.0055
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1) Quelle propriété géométrique observe-t-on ?

2 ) Justifier cette propriété.

Problémes : loi binomiale, espérance, écart type

Ex 10-15 : Burj Khalifa

Burj Khalifa, gratte ciel le plus haut du monde (en
2010) situé a Dubai, compte 57 ascenseurs. La
probabilité qu'un ascenseur tombe en panne un jour
donné est de 0,006.

On considére que les pannes sont indépendantes les
unes des autres. On appelle X la variable aléatoire
égale au nombre d'ascenseurs en panne un jour donné.
X suit la loi binomiale de paramétres 57 et 0,006.
Calculer et interpréter :

1) P(xX=2

2) P(X<2)

3) E(X)

Ex 10-16 : Singe et clavier

Un singe tape 300 fois sur un clavier alphanumérique comportant 40
touches. On appelle X la variable aléatoire égale au nombre de fois ou le
singe a tapé sur la lettre « Z ».

1) Justifier que la situation correspond au modele binomial et donner les
parametres de la loi binomiale suivie par X.

corrections : http:/pierrelux.net

2 ) Calculer et interpréter :

a) P(X=20)

b) P(X<20)

c) E(X)

Ex 10-17 : Composants électroniques

Un constructeur de composants électroniques produit des résistances.

On admet que la probabilité qu'une résistance produite soit défectueuse est
de 5x107°.

On préléve un lot de 1000 résistances dans la production et on suppose que
le stock de résistances est suffisamment important pour assimiler le

prélévement a un tirage avec remise de 1000 résistances.

On consideére la variable aléatoire X qui, a tout prélévement de 1000
résistances, associe le nombre de résistances défectueuses.

1) Justifier que la variable aléatoire X suit une loi binomiale dont on
précisera les parameétres.

2 ) Calculer la probabilité des événements suivants arrondis au millieme.

a ) « le lot contient exactement deux résistances défectueuses »

b ) « le lot contient au plus trois résistances défectueuses »

¢ ) « le lot contient au moins quatre résistances défectueuses »

3) Calculer l'espérance et I'écart type de la variable aléatoire X .
Interpréter 1’espérance dans le cadre de 1'énoncé.
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Ex 10-18 : Lecteurs MP3 — Gain algébrique (D'aprés Bac S — Polynésie juin 2009)

Apreés fabrication, les lecteurs MP3 d'une entreprise (dont 6 % sont
défectueux) subissent quatre controles successifs indépendants pour savoir
si un lecteur MP3 peut étre commercialisé.

Un lecteur MP3 est :

- commercialisé avec le logo de I’entreprise s’il subit avec succés les quatre
contrdles successifs,

- détruit s’il est rejeté au moins deux fois,

- commercialisé sans le logo sinon.

Le coit de fabrication d’un lecteur MP3 s’éléve a 50 euros.

Son prix de vente est de 120 euros pour un lecteur avec logo et 60 euros
pour un lecteur sans logo.

On désigne par G la variable aléatoire qui, a chaque lecteur MP3 fabriqué,
associe le gain algébrique en euros (éventuellement négatif) réalisé par
I’entreprise.

1) Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire G.

Aide : Utiliser la variable aléatoire Y égale au nombre de contr6les ott un
lecteur MP3 est rejeté.

2) Calculera 107 prés I’espérance mathématique de G. Donner une
interprétation de ce résultat.

Ex 10-19 : Parc de centrales nucléaires

Un défenseur du nucléaire informe que le

risque qu'une panne se produise dans une
s . — 4

centrale nucléaire est de I'ordre de 10 " .

La réponse de son interlocuteur est la suivante : « Mais pour un parc de 100
centrales, la probabilité qu'une centrale du parc tombe en panne est d'environ
107% ». Cette réponse est-elle correcte ?

Ex 10-20 : QCM

Un QCM est composé de 8 questions indépendantes.

Pour chaque question quatre réponses sont proposées et une seule de ces
quatre réponses est juste.

Un candidat répond au hasard aux 8 questions de ce QCM.

On appelle N le nombre de réponses justes qu'il obtient.

1) Montrer que la loi de probabilité de N est une loi binomiale dont on
donnera les paramétres.

2) Calculer P(N=8) et P(N=4) & 10™* prés.

3) Donner la loi de probabilité de N.

4) Calculer I'espérance mathématique de N.

5) Que dire d'un QCM noté +1 pour une bonne réponse et 0 pour une
mauvaise réponse ?

6 ) On fait la supposition qu’une note négative est possible.
On note le QCM de la maniére suivante :

—a pour une mauvaise réponse et + b pour une bonne réponse

On note G la variable aléatoire correspondant a la note obtenue.

Comment doit-on noter ce QCM pour qu'un candidat qui répond au hasard
ait en moyenne 0 ?
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@ python

Ex 10-21 : Jeu de grattage

Dans un jeu de grattage, un joueur a 5 % de chance de gagner.
Un joueur décide de joueur n fois (ot n € IN" ) de facon indépendante.

1) Déterminer la probabilité p, de gagner au
moins une fois.

2) Ecrire en python un programme qui renvoie la plus petite valeur de n
telle que p,>0,7.

3 ) Déterminer cette valeur.

Echantillonnage - Intervalle de fluctuation

Définition :

corrections : http:/pierrelux.net

Soit a le plus petit entier tel que P( )>0 025 et b le plus petit

entier tel que P (X<b)=0,975 .

b
L'intervalle [ﬂ ; —] est appelé intervalle de fluctuation au seuil de
n n

95 %.

Régle de décision permettant de rejeter on non I'hypothése :

Sila fréquence f de I'échantillon appartient a l'intervalle de fluctuation
[i, 2] I'hypothése sur la valeur de la proportion p de la population est
nn

acceptable, sinon I'hypothése est rejetée au seuil de 95 %.

055
0 + *

ng5s X ety 4 +7 LA L S
05 2t . PR *.
045 *
04
035
0,3
025

20 30 40 al

10

40

Justifier que l'intervalle H=258 0=35337

. 1 1
Ex 10-22 : Comparaison avec |p———; p+—| vu en seconde.
NIEEN
k  PH=k
10|0
1|0
12| 0 [
1300001 |
14 | 0.0004
15| 0.001
16 | 0.0024
17 | 0.0051
10 20 30 40 18| 0.01
u=258 ©0=35337 19| 0.0179
@:Elnum\ale v:
n 50 p (0516

On considére la loi @IEE

binomiale B(50 ; 0,516). | x5 )= 0037

Avec GeoGebra, on S

obtient : LEIROSK
24 | 0.0987
25| 0.1094
26| 01122

0.1063

0.0931

0.0753

0.0562

0.0387

0.0245

0.0142

de fluctuation au seuil de

E:Emum\a\e i
95 % est l'intervalle n 50 o [0516
[0,38 ; 0,66]. D
P(X =< |33 )= |0.9881

1 1
Comparer avec l'intervalle [p— ; p+—=| vu en seconde.
Vi’ b

Ex 10-23 : Déterminer l'intervalle de fluctuation

et b, puis l'intervalle de fluctuation au seuil de 95 % pour une loi
binomiale de parameétres n et p .(On prendra n<100 )

@ python

1) Compléter 'algorithme ci-dessous permettant de trouver les entiers a

1 | from math import factorial

2

3 |defbinomial( ................. ):

4 return factorial(n)/(factorial(k)*factorial(n-k))*p**k*(1-p)**(n-k)
5

6 | n=int(input("n="))

7 | p=float(input("p="))

8 |s=........

9 Ja=........

10 |k=.........

11 fwhile (oo )

12 S= i

13 | if(s>5/200 and a==0)

14 a= ..

15 =

16 (b=

17 | print("l'intervalle de fluctuation a 95 % est [",a,";",b,"]")
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2)a) En utilisant cet algorithme montrer que 1'intervalle de fluctuation au
seuil de 95 % de la loi binomiale B(50;0,42) est l'intervalle [0,28; 0,56].

b ) En utilisant cet algorithme montrer que l'intervalle de fluctuation au seuil ¢
95 % de la loi binomiale B(80 ; 0,42) est l'intervalle [0,3125;0,525].

¢ ) En utilisant cet algorithme montrer que l'intervalle de fluctuation au seuil
de 95 % de la loi binomiale B(100 ; 0,42) est l'intervalle [0,32; 0,52].

d ) Que peut-on constater ?

3) Une société fabrique des boites en plastique de deux couleurs : des vertes
et des bleues.

La fabrication est automatisée et la machine est réglée a un niveau de 42 %
de bofites vertes et 58 % de boites bleues, correspondant a la demande du
marché.

Un test est fait sur un échantillon de 80 boites prélevées au hasard.

a ) L'échantillon comporte autant de boites bleues que de boites vertes. La
machine est-elle déréglée au seuil de 95 % ?

b) A partir de combien de boites bleues et de boites vertes obtenues sur un
échantillon de 80 boites doit-on penser que la machine s'est déréglée ?

4) a) Que doit-on modifier dans l'algorithme pour avoir un test au seuil de
seuil %, ce qui correspond a I’intervalle :
[(1 _ 100— seuil ) 100 — seuil

200 > 200

b ) Faire tourner l'algorithme pour des seuils de 90 %, 95 % et 99 % .
Que peut-on constater ?

corrections : http:/pierrelux.net

Ex 10-24 : Intervalle de fluctuation

Un constructeur affirme que la probabilité qu'un de ses téléviseurs ait une
@anne dans les 5 ans suivant son achat est égale a 0,12.

1) Déterminer, en utilisant la calculatrice ou un algorithme, l'intervalle
Ly de fluctuation au seuil de 95% de la fréquence de pannes pour un
échantillon de 100 téléviseurs.

2 ) Une association de consommateurs effectue un test sur 100 personnes
ayant ce modéle de téléviseur.

Dans cet échantillon, 17 personnes ont eu une panne dans les 5 ans suivant
leur achat.

Que peut-on penser de l'affirmation du constructeur ?

3) L'association pense maintenant effectuer un test sur 500 personnes.
Déterminer l'intervalle I, de fluctuation au seuil de 95% de la

fréquence de panne pour un échantillon de 500 téléviseurs. Interpréter.
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Chapitre 11 - LES FONCTIONS SINUS ET COSINUS

1) RAPPELS

A) VALEURS REMARQUABLES DU SINUS ET DU COSINUS

x (en degré) 0 30 45 60 90

x (en radian)

sin x

COos X

Sauf contre indication, 1’unité utilisée est le radian.

B ) QUELQUES PROPRIETES DU SINUS ET DU COSINUS

Propriétés :

Pour tout réel x, ona:

. YkeZ,

. On note cos”x=(cos(x))* et sin’x=(sin(x))’

bos(—a) = cos(x)

sin(—x)\g —sin(x)

2) DEFINITION

Définition :

. La fonction cosinus, notée cos, est la fonction définie sur R par x cos(x)

. La fonction sinus, notée sin, est la fonction définie sur R par x +— sin( xJ

2

3) PARITE
On a vu que pour tout réel x, cos(—x)=cos x et sin(—x)=—sin(x) . On en déduit que :

Propriété :

. La fonction cos est

. La fonction sin est

Interprétation graphique dans un repére orthogonal :

- La représentation graphique de la fonction cos admet donc 1’axe des ordonnées pour axe de symétrie.
- La représentation graphique de la fonction sin admet donc I’origine du repére pour centre de symétrie.

11 - Les fonctions sinus et cosinus - Cours éléve - auteur : Pierre Lux - cours - page 1/2 -
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4) PERIODICITE

On a vu aussi que pour tout réel x, cos (x+2x)=cos x et sin (x+2 ) =sin x . On dit que :

r

Propriété :

Les fonctions cos et sin sont périodiques de période

Interprétation graphique dans un repére :

11 suffit de représenter ces courbes sur un intervalle d'amplitude 2 1t, puis on compléte les courbes en utilisant des translations
de vecteurs 2 k i (k€Z).

5) VARIATIONS SUR [0;7]

On déduit ces deux tableaux du cercle trigonométrique :

Y=

™
2

cos sin

6) COURBES REPRESENTATIVES

- En établissant un tableau de valeurs, on trace les courbes représentatives des fonctions sin et cos sur [O; fr]

- La fonction cos est paire . On compléte la courbe sur [~z ;2] , en utilisant la symétrie d'axe (O x).

- La fonction sin est impaire . On compléte la courbe sur [~z ;7] , en utilisant la symétrie de centre O.

- Les fonctions sin et cos sont périodiques de période 2 7 . On compléte les courbes en utilisant des translations de vecteurs 2 k 7 (k € Z)

Courbe représentative de la fonction cos Courbe représentative de la fonction sin

2 2

7) DERIVEES

Propriété : admise

Les fonctions sin et cos sont dérivables sur R et pour tout x€IR, ona :

Remarque :
On retrouve les variations des fonctions sin et cos sur [0 ; Tr], en étudiant le signe de la dérivée de chacune de ces fonctions :

. V x€[0; 1], sin x>0 et donc cos ' (x)<0 ... . Vxe[O;%], cos x=0 etdonc sin’ [x)=>0 ...
. Vxe[%;n], cos x <0 et donc sin ' (x)<0 ...

11 - Les fonctions sinus et cosinus - Cours éléve - auteur : Pierre Lux - cours - page 2/2 -
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Définition : On appelle radian ( rad ) la mesure de 1'angle au centre qui intercepte, sur un cercle de rayon R, un arc de
longueur R.
Les mesures d'un angle en radian et en degré sont proportionnelles ——y
CALCULATRICE : Are de longueur R
mesures en 180 360 90 45 60 30
. . . .. degré
11 faut bien choisir I’unité : e8re A
degré ou radian mesures en T 27 T T T T Le sens direct est le
radian 2 4 3 6 rayonR s sens contraire des
aiguilles d’une montre.

. A - . . . o 2
L’enroulement de la droite | A tout réel x, on associe un point M du cercle trigonométrique par enroulement de la
numérique : droite des réels. Ce point M est unique.
, . . . . Un cercle trigonométrique
. L'abscisse xy du point M est le cosinus de x (NOté coS X ) | o\ cercle orienté dans le
sens direct et de rayon 1.
. L'ordonnée yu du point M est le sinus de x ( noté sin x )

Lien avec les formules dans
un triangle rectangle :

Dans le triangle HOM rectangle en H, on a :

OH X . —— HM _yu . -2
cosHOM=~<—-="M=cosx et sinHOM=—_==“=sinx
OM 1 OM 1
3
-
Valeurs remarquables : A etuce «
x (en degré) 0 30 45 60 90 -Onécrit0,1,2,3,4
dans chacune des cases
x (en radian) 0 T T T T - puis on applique la racine carrée
6 4 3 2 - et on divise par 2
sin x 0 1 V2 V3 1
2 2 2
C’est les mémes résultats
cos X 1 \/3 V2 1 0 que pour le sin, mais dans
- 5 ’autre sens
2 2 2 ‘
Propriétés : Pour tout réel x,ona:
. . sin(z)
. VkeZ ,cos(x+2km)=cosx) et sin(x+2kw)=sin(x)
On note :
cos” x=(cos(x))’ e —I<cosx < let—1 <sin x <1
.2 . 2 . -2 2 1
sin’ x:(su](x)) sin” x+cos” x=
. cos (—x) =cos x et sin (—x)=—sin x = ) )
sin(—a)\e —sin(x)
La fonction cosinus : . La fonction cosinus, notée cos, est la fonction définie sur R par x ~— cos(x)
Parité . * La fonction cos est paire. (La repré ion graphique de la fonction cos admet donc I'axe des ordonnées pour axe de symétrie)
CoS (—x)= COS X
m * La fonctions cos est périodigue de période 2 (Il suffit de représenter la courbe sur un intervalle d'amplitude 27 , puis on
CcoS (x+ 2 ]1;) =COS X compléte la courbe en utilisant des translati de vecteurs 2kxi (k€Z) )
Grace au cercle trigonométrique,
L. 2 on voit que la fonction cos est
Dérivée : décroissante sur [0; 7 ]
P

cos '(x)=—sin x 3 i v o \g\/ 5 )

Ces deux courbes

La fonction sinus : »  La fonction sinus, notée sin, est la fonction définie sur R par x +— sin(x) s’appellent des sinusoides
Parité . I * La fonction sin est impair €. (La représentation graphique de la fonction sin admet donc [’origine du repére pour centre de symétrie)
sin (—x)=—sin x
m I * La fonctions sin est périodigue de période 2 (Il suffit de représenter la courbe sur un intervalle d'amplitude 27 , puis on
sin (_x+2 j'[) =sin x compléte la courbe en utili: des translati de vecteurs 2k i (k€Z) )
— 2 Grace au cercle trigonométrique,
Dérivee : on voit que la fonction sin est
P . T ;

croissante sur [0;?] puis

sin ’ (x)=cos x - 5 -

2 4 8 ) .
/ décroissante sur [% ; ﬂ]
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Fonctions paires, impaires et périodiques

Ex 11-1 : Symétrie

En utilisant une symétrie éventuelle de la représentation graphique,

indiquer si la fonction proposée est paire, impaire ou ni l'un, ni l'autre.

f(X):Sinx fx)=|x|cos x
flx)=cos x f(x)=cos xsin x
flx)=e* f(x)=[sin(x)P

_ sin(x)

cos (x) =tan(x)

f(x)

f(x)=cos x+sin x

Ex11-2:

La courbe C; représentant la fonction f définie sur [—8;8] est
partiellement représentée ci-contre.
Sachant que f estimpaire, compléter le tracé de C; .

-8 -6 —4 -2 0

=2

-4

-6

Ex 11-3 : Etudier la parité

f estla fonction définie sur R par f(x)=cos(2x)+3x
1) Etudier la parité de f .

2 ) Que peut-on en déduire pour la courbe représentative de f dans un
repére ?

corrections : http:/pierrelux.net

Ex 11-4 ; Etudier la parité
f estla fonction définie sur IR par f(x)=x+sin(x)

1) Etudier la parité de f .

2 ) Que peut-on en déduire pour la courbe représentative de f dans un
repere ?

Ex 11-5 ; Etudier la parité et la périodicité — compléter la courbe

f estla fonction définie sur IR par f(x)= BSin(%X)

1) Vérifier que la fonction f est périodique de période 8.

2) Etudier la parité de f .

3) Quelles transformations permettent de tracer, dans un repeére

(O; T ,7) , la courbe représentative de f sur I’intervalle [—4 ; 12] a
partir du tracé de f sur [0;4] .

En déduire le tracé de f sur [—4:12] .

159/214



11 H Les fOllCtiOIlS SinllS et COSillllS . exercices - page 2 corrections : http:/pierrelux.net

Ex 11-6 : Etudier la parité et la périodicité — retrouver la courbe e) fsix — cos® x
1) Pour chacune des fonctions définies sur IR, étudier la parité et la
périodicité.

a) fi:x +— cos(2x]

1

f X —
) fe 2+C0s x

b) fa:x — 2sin(x)—1

2 ) En utilisant les résultats précédents, associer chaque fonction a sa
C) fy:x —> sin’x représentation graphique.

fi(x) = cos(2x) =N
fao(x) = 2 sin(x) — 1 :

fy(x) = sin’(x)

fi(x) = cos’(x)

filx) = cos(x) sin(x)

1
folx) = 2+ cos(x)

Quelques rappels de trigonométrie

Ex 11-7 : Valeurs remarquables
d) fa:x — cos(x)sin(x)
Compléter le tableau ci-dessous :

X 0 I I T s
6 4 3 2

sinx

Cos X
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Ex 11-8 : formules a connaitre et surtout a retrouver Ex 11-10 : Déterminer les réels correspondant a une valeur

remarquable de sinus ou de cosinus
1) Compléter . Pour tout x €R, cos’ (x)+sin® (x)=

Méthode :

2 ) En utilisant ces graphiques, compléter : N J
am

/ M -
o -
L 2 /

£ | Ee o \
f . P T '|I \
[ P /\
m | 4 | 0 \
1 . ) \ r \
\ . { b || oo B M \
W s == \
' \
\ \
- R [, Propriété :
Y | cosx=cosa = x=—a+2lkmoux=—

™~
".le-ul‘-'l
"
,_.
——
|
=1
ey

Remarques :
cos| cos(m—x) [
. Graphiquement, il existe deux points M et M ' svm@éiques par rapport 3 |OF | sur
le cercle trigonométrique C qui correspondent é des a.nales qui ont le méme cosinus.
. ( _ ) _ ( + ) _ . ( + ]_ On retrouve la formule des angles associés © | /
sin(m—x)= cos(m+x)= sin(q+x)= |/ cosi=x1= cos x
. Attention, la calculatrice ne donne que la solutioﬁ/dans l'intervalle [0 : '.rr:
cos(L—x|= cos(L+x|= o
2 2 Propriété : /
smx=sing = x=a+2kmoux=m—a+2knw { k€F)
: T : T
sin (E_x): s (5"')5): Remarques :

. Graphiquement, il existe deux points M et M ', symétriques par rapport 2 |OJ | sur
le cercle trigonométrique C' qui correspondent i des angles qui ont le méme sinus.
On retrouve la formule des angles associés :
sin | — x| =sin x/

_r.m
272

Ex 11-9 : Formules usuelles ( anciennement au programme )

. Attention, la calculatrice ne donne que la solution dans l'intervalle

On admet que cos(a—b)=cosacosb+sinasinb .
En utilisant ce résultat, associer les formules ci-dessous :

Formules d'addition

- - ) Déterminer les solutions réelles des équations suivantes :
sin (@ — b) cos a cos b—sinasin b
1) sinx=0
sin (a + b) sin a cos b —sin b cos a
; . . 2) cos’ x+sin’x=1
cos la—b) —f————prcosacos b+sinasinb )
cos la+b) sin a cos b +sin hcos a B
3) cosx=——
2
En déduire les formules de duplication :
sin (2 a)=
cos(2a)=
et les formules de linéarisation : 4) sinx=— 7
cos’ a)=
sin’(a) =
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5) 2cosx=1 3) cos(3x)=sin(x)

6) cosx+sinx=7

7) cosx+3=2
Ex 11-12 : Inéquation
Dans chacun des cas suivants, dessiner en rouge sur un cercle
trigonométrique, 1'ensemble de tous les points associés a « , puis utiliser
la représentation pour résoudre l'inéquation proposée dans l'intervalle
donné.

8) 4sinx=-2

1) COS\(X‘<% et a€l-m;x]

Ex 11-11 : Equations

. . 2) c05wozw<L et a€l0:2 x|
Résoudre dans R les équations ci-dessous : 2 ’

(Vérifier graphiquement avec la calculatrice)

1) cos (2 xJ=cos(3x—1)

3) sin:a:<—§ et a€l-m;x]

2) sin (3 x)zsin (x+2)

4) sin:a:<—§ et ae[O;Zn[
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Dérivées

Ex11-13:

Dans chacun des cas déterminer la dérivée de la fonction donnée.

1) f(x):Scosx—Ssin X+x

2) f(x):3xcosx

3) f(x):sinxcosx+sin(%)

4) flt)=cos’t
5) fle)=—>
sint

6) flp/=2pcosp—cos3

7 f(r): 2cosr—4

sinr

8) flt)=(3cost—2)

corrections : http:/pierrelux.net

Ex 11-14 : Nombres dérivés et limites

Déterminer les limites suivantes :
lim sinx " lim sin ¢
X9 X—7T € 120 3¢

Primitives
Ex 11-15:

Dans chacun des cas déterminer les primitives sur R de la fonction
donnée.

1) f(x)=3cosx—5sinx+x

2) flx)=sinxcosx

3) f(x)=12cos’xsinx

4) f(x)=sinx— cos(%)
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5 flx)= CoS X 3) En déduire les primitives sur IR de la fonction f définie par
sinx—3 f(x)=x*cosx
2cosx
6) flx=——=
(sin x+3)

Utiliser les variations des fonctions cos et sin
Ex 11-18 : Variations de fonctions sans calculer la dérivée
1) Déterminer les variations de la fonction f définie par

o _mm
f(x)=5—2sinx sur [ PR

Ex 11-16 : Avec un logiciel de calcul formel
|l| integrate(cos(x)"3,x)

Xcas fournit le

; 3
résultat suivant : ‘ -% + sin(x)

Justifier ce résultat.

2 ) Déterminer les variations de la fonction g définie par
glx)=2cos(x)-1 sur [-m;x].

Ex 11-17 : Avec des fonctions auxiliaires

1) Déterminer les dérivées des fonctions g et h définies par

g(x)=x’sinx et h(x)]=—2xcosx

Ex 11-19 : Encadrements

1) Dans chacun des cas, encadrer cosa :

5n
T gags=2
) 3 6

2 ) Déterminer la dérivée de la fonction u=g—h
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corrections : http:/pierrelux.net

b) 737n<a<0 2) f(x):2—4x+4smx sur I:[O,n}

o _fg. T
2 ) Dans chacun des cas, encadrer sina : 3) f(x):sinxcosx sur 1_[0,4]
—ESGSE

a) 3

3x S5xm Ex 11-21 : Théorémes de comparaison ...
b) —=<as——

Soit la fonction f définie sur R par f(x)=x—3cosx+1
1) Montrer que pour tout réel x , x—2< f(x)<x+4

2 ) Résoudre les équations f(x)J=x—2 et f(x)]=x+4
Ex 11-20 : Variations de fonctions en calculant la dérivée

Dans chacun des cas, déterminer les variations de la fonction [ sur
I'intervalle I donné.

1) flx)=2cosx+5x—5 sur [=R

3 ) Interpréter graphiquement les résultats des questions 1 ) et 2 ).
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4 ) Déterminer les limites de f en +oo eten — . Ex 11-23 : Résolutions graphiques d'équations

Résoudre graphiquement dans IR les équations suivantes :

a)cosx=1
5) La fonction [ est-elle bornée ?

b)sinx=1

c)cosx=0
6 ) Etudier les variations de la fonction f sur[- & ; % ] . En déduire les
variations de f sur R .

d)sinx=0

€) cos x=sin x

f)sinx=x

Ex 11-24 : La courbe de la fonction sin et la droite d'équation y=x

Soit C la courbe de la fonction sinus et T la tangente a C au point
d'abscisse 0.
1) Déterminer une équation de T.

Connaitre les courbes des fonctions cos et sin
Ex11-22:
Identifier les courbes de chacune des fonctions.

7 oObjets libres 2 ) Etudier les variations de la fonction [ définie sur R par

3 00 = sqrt(d f(x)=sinx—x
9 gbd) = cosx)

2 hix) = sin()

2 pl) =Ink)

S gqx)=e"x

s =x*-3x+1
[ Objets dépendants
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3) Calculer f(0) eten déduire la position de T par rapporta C . Ex 11-26 :

3
Soit f la fonction définie sur R par f(x)zzcos 3x+% )

1) Etudier la parité de f .

Autres fonctions trigonométriques
Ex 11-25:

. T
1) Encadrer f[x}=2sin (4 X_g) , et résoudre dans R 1'équation

flx=0.

2n
2 ) Démontrer que f est périodique de période ?

2 ) Dans chaque cas, montrer que f est de signe constant :
a) flx)=cos(3x)+2

3) Résoudre dans IR 1'équation f '(X):O .

b) f(x)=5-3sin (zx_g)
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, o 27 2 ) Justifier les limites précédentes.
4) Etablir le tableau de variation de f sur |0; 3

Ex 11-27 : La fonction tangente
sinx

Soit f la fonction définie par f(x)= cosx

1) Déterminer l'ensemble de définition de f

2) f est-elle paire ? Impaire ? Ni l'un ni l'autre ? .
Ex 11-29 : Avec une suite

) e , f(x)=x—"cos(2m x)
Soit f la fonction définie sur IR" par 5 et (un)
la suite définie sur N par u,= f(n).
1) Prouver que la suite (Un) est croissante.

3) Démontrer que f est périodique de période T .

2)Lafonction f est-elle croissante sur IR" ?

4) Représenter graphiquement f sur la calculatrice.

Divers

Ex 11-28 : Limites et théorémes de comparaison
1) Conjecturer les limites suivantes a partir de l'outil de votre choix.

a) lim (35inx+4x—5]

X2+

b) lim 2sin x
x++0 X+1

c ) lim XCOS X
XF+0 9_X2
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Chapitre 12 - EQUATIONS DIFFERENTIELLES - PRIMITIVES
1) LA NOTION D'EQUATION DIFFERENTIELLE

Définitions :

« Une équation différentielle est une équation ou l'inconnue est une fonction f.
L'inconnue est souvent notée y et les dérivées successives sont notées y ', y" ...

« Une équation du premier ordre est une équation qui ne contient que la fonction et au moins sa fonction dérivée.
¢ Une équation du second ordre est une équation qui ne contient que la fonction, sa fonction dérivée et au moins sa dérivée seconde.

o Quand une équation est de la forme y+ay '+by" + ... =0, on dit qu'elle est linéaire.

Exemple : Si on monte en série une diode, une bobine et une résistance, I'équation différentielle qui caractérise l'intensité est i '+ 71 =0

2) PRIMITIVES

A) DEFINITION

Définition :

Une fonction est souvent notée par
Soit f une fonction définie sur un intervalle 7 . une lettre minuscule et I"usage est de

Une primitive de f sur I est une fonction F dérivable sur 7, telle que pour tout x dans 7, F ' (x)=f (x). noter une primitive (si elle existe) par
la majuscule associée.

Remarques :

o  Voila donc un exemple d’équation différentielle : On cherche une fonction y, telle que y’'=f .

o Larecherche d’une primitive est I’opération inverse de la dérivation.

« De nombreuses fonctions n’admettent pas de primitives.

o  On admet ici, mais nous le démontrerons dans le chapitre sur les intégrales que toute fonction continue sur un intervalle admet des primitives.

B) LIEN ENTRE DEUX PRIMITIVES
Propriété :

Soit f une fonction définie sur un intervalle /.
Si F est une primitive de f sur / , alors f admet une infinité de primitives.
Toute autre primitive de f sur 7 est définie par G (x)=F (x)+k ot k€R

Preuve :

e  Festdérivablesur / et F''= f.La fonction G est aussi dérivable sur / avec G '=F '= f.
Donc G est une primitive de f sur /.

o Inversement, si G est une primitivede fsur /alors G'=f=F 'd’ou G'—F'=0.
La dérivée de G — F est nulle sur I’intervalle 7 donc G — F est constante sur / . Il existe donc un réel % tel que pour tout x de /7,
G [x)=F (x)=k , d’ou le résultat.

7

Propriété :

Soit f une fonction admettant des primitives sur /.
Pour tout couple de réels (XO; yo) ou X, estun réel donné dans I et ¥, est un réel quelconque, il existe une
primitive et une seule F,, de f sur I telle que Fy (%)= ¥,

Preuve :
Folxo)=yy & F(x)+k=p, = k=y,—F (x,)
Donc l'unique primitive Fo de f sur [ vérifiant F,(x,)= v, est définie par F, (x)=F x)+y,— F (x,).

Remarque : Py C i
’ . e , . i”f T e Illll"FI] __—U-"’J:
Les courbes représentatives des primitives de f se déduisent donc 'une de VoW
l'autre par des translations de vecteurs o S N
, . ; ! Koo :
Une seule d'entre elles passe par le point M, de coordonnées (x, ; yo) T AT A
i e

a 0 Xo b ox
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C) CALCULS DE PRIMITIVES

Les opérations sur les fonctions dérivables et la définition d’une primitive conduisent aux résultats suivants :

si F est une primitive de la fonction f surun intervalle / et A un réel,

Par ailleurs, les résultats connus sur les dérivées des fonctions usuelles donn

si F et G sont des primitives des fonctions f et g sur un intervalle 7, alors F' + G est une primitive de f'+ g sur /.

alors A F' est une primitive de \ f sur /.

ent par « lecture inverse » les primitives.

Fonctions Primitives ( k€R ) Intervalle
flxl=a (a€R)
flx)=x" ( neN")
fla=t

x
flx)= 1,7 (nelN -[1] )

X

-1

Slx] "
fx)=cos(x]
f(x)=sin|(x]
Slx)=e"

On retiendra aussi le tableau suivant :
Pour une fonction u dérivable sur un intervalle /, ona:

Une fonction de la forme

... admet pour primitive sur / les fonctions :

u

¢

ul

u'Xuy",ou neZ (n#-1)

'

<

lu

, avec pour tout x €7, u(x)>0

u
;e , avec pour tout x €/, ulx)>0

3) EQUATION LINEAIRE DU PREMIER ORDRE

Une équation linéaire du premier ordre homogéne est une équation linéaire de la forme y'+ay=0 (ot a€R)

Résoudre dans IR 1'équation différentielle y '+ay =0 d'inconnue la fonction y, c'est trouver toutes les fonctions f dérivables sur R , telles

que pour tout réel x , 1 '(x)+af (x)=0.

Pour simplifier, les fonctions considérées seront toujours définies sur IR . On ne le répétera donc pas a chaque fois.

Propriété : Equation linéaire du premier ordre homogene

delaforme y(x)=ke “ ou k€R

Les solutions de 1'équation différentielle y '+ ay=0 (ou a€IR ) sont les fonctions

On démontre facilement que la somme de deux solutions
et le produit d’une solution par une constante sont encore
solutions.

Exemple : Déterminer les solutions de I'équation différentielle y '+ 5 y=0.

Remarques :
L'équation différentielle y '+ 5 y =0 peut aussi se noter f '(x)+5 f (x)]=0

dylx)
dx

ou €ncore

Cette derniére notation est trés utilisée dans les différents domaines des sciences physiques.
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Avec GeoGebra, on a représenté les solutions pour S
- oer [ Objets libres
différentes valeursde & : k=10, k=9, ... P k=1
[ Objets dépendants

L'équation admet une infinité de solutions, autant que de valeurs différentes ~ @ B = (0, 1)
de & 3 f0) = e~ (-5%)

On peut observer qu'il n'y a qu'une seule courbe telle que £ (0)=1.

Propriété : Solution vérifiant une condition initiale donnée

Pour tout couple de réel (x,; »,) , 'équation y'+ay=0 (ol
a€R) admet une solution et une seule telle que  f (x,)= ,

Exemple : Déterminer la solution de I'équation différentielle y '+ 5 y=0 telle que f (0)=5

Propriété : Equation linéaire du premier ordre avec second membre constant (preuve en exercice)

Les solutions de I'équation différentielle y'+ay=>5 (o a€R" et hER) sont les fonctions de la forme y (x)=k ef’”+§

ou k€R

Exemple : Déterminer les solutions de 1'équation différentielle y'+5 y=3.

. . . . . —5x, 3
Les solutions de I'équation différentielle y’'+5 y=3 sont les fonctions de la forme y(x)=ke ’ +g ol k€R

Avec GeoGebra, on a représenté les solutions pour [ Objets libres

1ffé = — P k=-1
différentes valeurs de k& : k=10, k=9, ... £ Objets dépandants
. e . 3 B =(0,-0.4)
L'équation admet une infinité de solutions, autant que de valeurs 3 ) =-e~(-5%) + 3/5

différentes de &
On peut observer qu'il n'y a qu'une seule courbe telle que £ (0)=—0,4.

Propriété : Solution vérifiant une condition initiale donnée

Pour tout couple de réel (x,; y,) , I'équation y'+ay=5b (ou
aeR’ et b€R) admet une solution et une seule telle que

S (xo): Yo

Exemple : Déterminer la solution de I'équation différentielle y '+ 5 y=23 telle que £ (0)=1.

4) UN AUTRE EXEMPLE : EQUATION LINEAIRE DU SECOND ORDRE (non exigible)

On considére uniquement les équations linéaires homogénes du second ordre du type y"+w’ y=0 (ot weR")

Résoudre dans IR I'équation différentielle y”+w” y=0 d'inconnue la fonction y, c'est trouver toutes les fonctions f dérivables sur IR , telles

que pour tout réel x , f"(x)+w’ f(x)=0.

Remarque :

Dans un circuit RC en électricité, 1'écriture entre la tension et l'intensité aboutit a une équation du type

Propriété : Un exemple d'équation linéaire du second ordre homogene

U"(t)+L Ult)=0

y(x)=k, cos (0 x)+k, sin (w x) (ou k; ER et k, €R)

Les solutions dans R de I'¢quation différentielle y"+w’ y=0 (ol weR") sont les fonctions de la forme
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Exemple : Déterminer les solutions de 1'équation différentielle y"+25 y=0.
Les solutions de 1'équation différentielle y"+25 y =0 sont les fonctions de la forme y (x)=k,cosl5x+k,sin(5 x) (ou k; €ER et k, €R)

On a admis que ces fonctions sont les seules solutions possibles . Il est facile de vérifier que ces fonctions sont effectivement solutions.
Pour tout réel x, ona:

fx)= k,cos (5 x)+k,sin (5 x)
flx)=

fx)=

frx)+25 1 (x)=

Remarque :
2
L'équation différentielle y"-+25 y =0 peut aussi se noter /' '(xJ+ 25 f (x)=0 ou encore d’ylx] +25 y(x]=0.

dXZ

Avec GeoGebra, on a représenté les solutions pour e
diffé 1 de k k [ Objets libres : |

1fterentes valeurs de &, et £;. Skl =-1 : sk s 4

5 k2=01 : .
A s . Objets dépendant ;

L'équation de l'exemple admet une infinité de solutions, autant &1 %€t g gg k2= 01
que de valeurs différentes de &, et k. 3 f00 = -cos(5)0 + 0.1 sin(sx | T T

Contrairement a une équation linéaire du premier ordre, on peut
observer qu'il y a une infinité de courbes telles que f (0)=—1.

[ Objets libres
D kl=-1
, , . 9 k2=0.2
Avec GeoGebra, on a représenté les fonctions fet f ' [ Objets dépendants
2B=(0, -1)
@ C=(0, 1)

@ 00 = -cos{5x) + 0.2 sin{5 x) I | | 14 2 f i |
On peut observer qu'il n'y a qu'une seule fonction #1225 oR (= LS (G /\ . A /\ A ‘ /\ ‘ /\ A ‘ /
5 8 ) |

telle que f(0)=—1et £'(0)=1.

Propriété : Solution vérifiant des conditions initiales données

Pour tous réels xo, o et zo , 'équation y"+w’ y=0 (ol weR") admet une solution et une seule telle que  / (xO)Z Voet f ’(xo) =z,

Remarque :
Dans les problémes liés a une expérience physique, les conditions imposées par I'expérience sont généralement les conditions a I'instant t =0

(Position et vitesse a l'instant =0 par exemple)
Autre écriture des solutions :
Les représentations précédentes sont périodiques et ont une forme de sinusoide . On peut donc imaginer une autre écriture des solutions.

En effet, pour faciliter I'exploitation d'une solution d'une équation différentielle du type y"+w’ y=0 (ot w€R"), on est souvent amené & I'écrire
sous la forme x — A sin (w x + cp).

La transformation qui permet de passer d'une écriture a I'autre est admise.
Cette deuxieéme écriture est souvent privilégiée dans les problémes de physique . (¢ est appelé le déphasage)

12 - Equations différentielles et primitives - Cours éléve - auteur : Pierre Lux - page 4 /4 -
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- EQUATIONS DIFFERENTIELLES - PRIMITIVES - MATH SPE chapitre 12 : ’ESSENTIEL DU COURS

Primitives :

Lien entre deux primitives :I

Condition initiale
et unicité :

Régles de calculs :

Les résultats connus sur les
dérivées des fonctions
usuelles donnent par « lecture
inverse » les primitives.

Attention :

Dans de nombreuses
situations, on ne sait pas
calculer une primitive. (Méme
si elle existe)

Pour une fonction u
dérivable sur un intervalle 7,
ona:

En PlllS du cours >

L’usage est d’utiliser la majuscule correspondante
pour noter une primitive d’une fonction.

flxl.

Soit f une fonction définie sur un intervalle 7 .
Une primitive de f sur 7 estune fonction F dérivable sur I , telle que pour tout x dans 7, F ' (x)=

Si F' estune primitive de f sur /, alors f admet une infinité de primitives.
Toute autre primitive de f sur [ est définie par G (x)=F (x]+k ou k€R d'une constante.
Pour tout couple de réels (Xy; V) ot X, est un réel donné dans I et ¥, est un réel quelconque, il existe une
primitive et une seule F, de f sur I telle que F, (%)= ¥,

/ -

e Si F et G sont des primitives des fonctions f et g sur un intervalle [, alors /' + G est une primitive de f + g sur /.

o Si F est une primitive de la fonction /f sur un intervalle / et N\ un réel, alors N\ F’ est une primitive de N f sur /

http://pierrelux.net

On dit que deux primitives d'une
fonction sur un intervalle différent

Fonctions Primitives ( K €IR ) Intervalle
flx)=a ( a€R ) Flx)=ax+k R
_on * n+l IR
f(x)—x (neN") F(x): ad + « On retrouve la méme formule
n+1 I 1 .
en posant — =x
Fla=t Flx)=In(x] +k R’ X
X
) P P
flx]== (neN -[1] ) == — +k R.ou R,
X (n—1)x
_ L Flx)=2Vx +k R
flx) "
fx)=cos(x) F(x)=sin(x) +k R
f(x)=sin(x) Flx)=—cos(x] +k R
flx)=e F(x)=e" +k R

Une fonction de la forme ... admet pour primitive sur / les fonctions :

IR

u'e e"+k,ou keER
'Xu", ol n€Z (n#-1 el .
u'Xu, n (n ) u +k, o0 keR
n+1

, avec pour tout x € 7, u(x)>0 2Vu+k ,on k€R

<

“ |5

, In(u)+k,ou keER
=, »avec pour tout xe/, ulx)>0

u

S, avec pour tout x €/, ulx)#0
u

1
u L'inconnue est souvent
y et les dérivées succes

Equations différentielles :
L'équation différentielle

y'+5 y=0 peut aussi se

noter /' (x)+5 f(x)=0 ou
dylx) _
dx y(x)—O

encore +5

Une équation différentielle est une équation ou l'inconnue est une fonction f. sont notées y ', y" ...

o Quand une équation est de la forme y+ay '+by" + ... =0, on dit qu'elle est linéaire.

o Une équation du premier ordre_est une équation qui ne contient que la fonction et au moins sa fonction dérivée

« Une équation du second ordre est une équation qui ne contient que la fonction, sa fonction dérivée et au moins
sa dérivée seconde. (Hors programme en terminale)

notée
sives

Equations différentielles
du premier ordre :

Equation linéaire du
premier ordre homogene :

La somme de deux solutions et le
produit d’une solution par une
constante sont encore solutions.

Equation linéaire du
premier ordre avec second
membre constant :

Les solutions de 1'équation différentielle y '+ ay=0 (ou a€R ) sont les fonctions de la forme :
yixl=ke @ ou kER

Pour tout couple de réel (x,; yo) , 'équation y’'+ay=0 (ol € R) admet une solution et une seule telle que

f (x)=
Les solutions de I'équation différentielle y'+ay=5b (ot a€R’ et hER) sont les fonctions de la forme

y(x)zke“"wé ot keR
a 4«+— B

———— | Essayez donc ... ca marche
Pour tout couple de réel (x,; y,) , 'équation y'+ay=>b (ot a€R" et bER)
admet une solution et une seule telle que  f (x,)= ¥,

Z0—Hp—H—Z—

Méthode générale :

Hors programme, mais ...
tellement importante !

Pour trouver TOUTES les solutions de I'équation compléte (E|, il suffit de trouver les solutions de I'équation
homogeéne associée (E, |, et de leurs ajouter UNE solution particuliére de I'équation compléte.
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12 : Equations différentielles - Primitives : exercices - page 1

Primitives
Ex12-1: y’=f
1) Résoudre les équations différentielles suivantes :

a) y’'=2

b) y’=e'—1

c) y'=x’

2 ) En déduire les primitives sur R, des fonctions f, g et h définies

par:
a) flx)=2
b) glx]=e'-1

c) h(x)=x

Ex 12-2 : Déterminer les primitives
Dans chacun des cas suivants, déterminer les primitives F de [ sur

l'intervalle I indiqué.

1 .
1) flx)= 2\/;+2X+1 sur I=IR,

2) f(X):—% sur [=RR"
X

corrections : http:/pierrelux.net

2 1, .
3) flx)J===+=e"+1 sur I=R]
x 3

Ex 12-3 : Déterminer une primitive vérifiant une condition

Dans chacun des cas, déterminer la primitive F de f sur l'intervalle I
indiqué vérifiant la condition donnée.
1) flx)=3e"+x*+x* sur I=R ettelle que F(0)=0

1 & .
2) flxj=—+e" sur I=R] et telle que F[1]=0

1 .
3) fKX)=ﬁ+x+1 sursur =R’ et telle que F(1)=4
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12 : Equations différentielles - Primitives : exercices - page 2

Ex 12-4 : Primitives de la fonction racine carrée

. 2
Démontrer que la fonction F définie sur R, par Ff X)Z EX\/; est une

primitive sur R, de la fonction racine carrée f .

En déduire I'ensemble des primitives de la fonction f sur R .

Ex 12-5: Primitives de fonctions composées

Dans chacun des cas suivants, déterminer les primitives F de f sur
l'intervalle I indiqué.

1) flx)=xx*+1) sur I=R

sur [=R"

2) flx=g g

3) f(x)=5e*" sur I=R

corrections : http:/pierrelux.net

x4

4) flx]= o

sur [=R"

5) f(X):ﬁ sur [=R

6) f(X)=(x5—%)(x6—x)“ sur I=R

7) flx= sur I=]x/§;+oo[

(x2—2f

1 l
8) f(x)Z—zeX sur =R,
X
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Ex 12-6 : Un cas compliqué
2017

Soit la fonction f définie sur R par f(x)=x’(x+1)

1) Déterminer trois réels a , b et c tels que:
V xeR , xzza(x+1)2+b(x+1)+c

2) En déduire les primitives de f sur R .

Eguations différentielles du premier ordre homogénes
Ex 12-7:
Résoudre les équations différentielles suivantes :

1) y'-3y=0

2) y'+2y=0

3) 2y'-y=0

Ex 12-8 : Avec une condition initiale
Soit I'équation différentielle (E,): 2y'+ y=0

1) Résoudre 1'équation (E,) .

2 ) Déterminer la solution de (E,) vérifiant la condition initiale y(0)=1 .

Equation linéaire du premier ordre avec second membre constant

Ex 12-9 : Découverte d’une propriété fondamentale
Soit I'équation différentielle (E):y’—2y=5

1) Résoudre I'équation (E,):y’—2y=0

2)) Trouver une solution particuliére y, de (E):y’—2y=5.

3 ) Montrer que si ), estsolution de 1'équation homogéne associée
(Eg):»'=2»=0,alors y,+, estsolution (E).

4) Inversement montrer que, si y est une autre solution de 'équation
(EJ, alors y—y, est solution de l'équation homogene (E,).
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On en déduit la propriété suivante, que nous pouvons généraliser :
Propriété :

Pour trouver TOUTES les solutions de 1'équation compléte (EJ, il
suffit de trouver les solutions de 1'équation homogéne associée (E,|,
et de leurs ajouter UNE solution particuliere de 1'équation compleéte.

5) En appliquant cette propriété, résoudre 1’équation (E).
Vérifiez que ce résultat correspond bien a la formule donner dans le cours
pour résoudre une équation différentielle du type y’=ay+b

Ex 12-10 : Appliquer la formule du cours
Soit I'équation différentielle (F):3y’—2y=1In2

1) En appliquant la formule du cours, résoudre 1'équation (F) .

2 ) Déterminer la solution g de (F) qui vérifie la condition initiale
gloj=1

Equation linéaire du premier ordre avec second membre non constant

Pour les ex11 et 12 on appliquera la propriété déja montrée sur un exemple :
Propriété :

Pour trouver TOUTES les solutions de 1'équation compléte (EJ, il

suffit de trouver les solutions de 1'équation homogéne associée (E,),
et de leurs ajouter UNE solution particuliére de 1'équation compléte.

Ex12-11:

Soit I'équation différentielle (E):y'—y=x"—x—1
1) Résoudre I'équation différentielle (E,):y'—y=0 .

2 ) Vérifier que la fonction g définie sur R par: g(x)=—x"—x estune
solution de I'équation différentielle (E) .

corrections : http:/pierrelux.net

3 ) En appliquant la propriété ci-dessus, déduire des deux questions
précédentes I'ensemble des solutions de (E) .

4 ) Déterminer la solution h de (E) qui vérifie la condition initiale h(0)=1

Ex 12-12 : Avec un peu de trigonométrie
On considére I'équation différentielle :

(E): y'—3 y=sinx

1) Résoudre I'équation sans second membre associé : (E,): y'=3y=0

2 ) Déterminer des réels a et b de sorte que la fonction p définie par :
plx)=acosx+bsin x soit solution de (E)

3) En déduire les solutions de (E) .
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EN ROUTE VERS LE BAC

Ex 12-13 : Baccalauréat S — Extrait de Métropole juin 2003

Equations différentielles

Soit Ny le nombre de bactéries introduites dans un milieu de culture a I'instant
t =0 (Np étant un réel strictement positif, exprimé en millions d'individus).
Ce probléme a pour objet I'étude de deux modéles d'évolution de cette population
de bactéries :
+ un premier modéle pour les instants qui suivent I'ensemencement (partie A)
» un second modéle pouvant s'appliquer sur une longue période (partie B).

Partie A

Dans les instants qui suivent I'ensemencement du milieu de culture, on considére
que la vitesse d'accroissement des bactéries est proportionnelle au nombre de bac-
téries en présence.

Dans ce premier modéle, on note f(f) le nombre de bactéries a I'instant ¢ (exprimé
en millions d'individus). La fonction f est donc solution de I'équation différentielle :
¥' = ay. (ol1 a est un réel strictement positif dépendant des conditions expérimen-
tales).

1. Résoudre cette équation différentielle, sachant que f(0) = Np.
2. Onnote T le temps de doublement de la population bactérienne.
Démontrer que, pour tout réel ¢ positif : (1) = N02+,

Partie B

Le milieu étant limité (en volume, en éléments nutritifs, ...}, le nombre de bactéries
ne peut pas croitre indéfiniment de facon exponentielle. Le modéle précédent ne
peut donc s'appliquer sur une longue période. Pour tenir compte de ces observa-
tions, on représente I'évolution de la population de bactéries de la fagon suivante :
Soit g(r) est le nombre de bactéries 4 lI'instant ¢ (exprimé en millions d’individus) ; la
fonction g est une fonction strictement positive et dérivable sur [0 ; +oo[ qui vérifie
pour tout { de [0; +ool la relation :

") = U]
(B) gt)=ag(n|1 Ml'

ol M est une constante strictement positive dépendant des conditions expérimen-
tales et a le réel défini dans la partie A.

1. a. Démontrer que si g est une fonction strictement positive vérifiant la rela-
1
tion (E), alors la fonction E est solution de I'équation différentielle
a
E! r = —
(E) y +ay M
b. Résoudre (E').

" : " " - 1
c. Démontrer que si h est une solution strictement positive de (E'), alors f_
I

vérifie (E).
. g . o M ?
2. On suppose désormais que, pour tout réel positif ¢, g(t) = T oi C est
+Ce”
une constante strictement supérieure i 1 dépendant des conditions expéri-
mentales.

a. Déterminer la limite de g en +oco et démontrer, pour tout réel f positif ou
nul, la double inégalité : 0 < g(r) < M.

b. Etudier le sens de variation de g (on pourra utiliser la relation (E)).

M
Démontrer qu'il existe un réel unique f; positif tel que g(t) = ?
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Chapitre 13 - INTEGRALES

1) INTEGRALE D'UNE FONCTION CONTINUE ET POSITIVE
A) DEFINITION

Définition : unité d'aire

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a;b] et C sacourbe représentative dans Yyt

un repére orthogonal (O ;7 , i
b

On appelle intégrale de a a b de la fonction f, et on note f f (t)d t le réel mesurant 'aire, en

unités d'aire, de la partie du plan limitée par la courbe C , I'axe (Ox] et les droites d'équations I _
= =, cest-a-dire l'ensemble des points M (x; ) tels que {2 S ¥ S? o g
x=a et x=> ,c'est-a-dire I'ensemble des points x; y) tels que O<y<f(x)
Remarques : On appelle domaine D associé a une fonction f sur
. 9n dit que a et b sont les bornes de 1'intégrale. la ; b] le domaine limité par la courbe C , 'axe (Ox) et

o les droites d'équati —q et x=b .
o J'f(t)dtseht:" intégrale ou somme de a & b de f(r)dt ". s droites d'équations x=a et x=b

o Lavariable ¢ est appelée variable "muette".
b b b

On peut remplacer ¢ par n'importe quelle autre variable : f flt)dt= f flu)du= f flx)dx

o L'unité d'aire est l'aire du rectangle défini par les vecteurs 7 et ; .
Si le repére a pour unités graphiques 2 cm sur I'axe (Ox) et 3 cm sur I'axe Oy, alors I'unité d'aire est 6 cm’.

k|
Exemples : L j'f (t)d ¢
e Sia=b,alors 0 a ¢ b.

e Pour k>0, . Le domaine D est un rectangle.

B) RELATION DE CHASLES

Propriété : admise

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a ; b] . Pour tout réel c€ [a ; b] ,ona:
b

[ rlde=

unité d'aire
la relation de Chasles traduit I'additivité des aires.

C) LINEARITE DE L'INTEGRATION

Propriétés : admise

Soit f et g deux fonctions continues et positives sur un intervalle l[a;b]et\ unréel .Ona:
b

o Jlr+ell)de=

.
2 ey > 2

NfNe)de=

13 - Intégrales - Cours éléve - auteur : Pierre Lux - page 1 /4 -
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D) POSITIVITE - ORDRE

Propriétés :

Soit f et g deux fonctions continues et positives sur un intervalle [a ; b] :

e sipourtout x de [a 5 b} ona f (x)ZO, alors

On traduit la deuxiéme inégalité, en
e sipourtout x de [a;b]ona [ x)< g(x), alors disant que si a < b on peut intégrer
l'inégalité f< g sur [a;b].

Preuve : preuve de la deuxieme propriété.

Pour tout x de [a;b]ona f(x)<glx)donc glx)— f(x)=0

a<b, la propriété précédente permet donc d'affirmer que f (g(x)— flx))dx=0

b b b

Ainsi fg(x)dx—ff(x)deO c'est-a-dire J‘f(x)d x<_fg(x)dx

a a

Remarque :

b b
L'inégalité f flx)dx< f g (x)d x s'interpréte de fagon immédiate avec les aires :

a

E) VALEUR MOYENNE

Définition :

Soit / une fonction continue et positive sur un intervalle [a ; b] .

Le nombre est appelé valeur moyenne de f entre a et b.
La valeur moyenne p correspond  la hauteur du rectangle de base (b — a) dont l'aire est égale a b
b

a l'aire définie par f fle)de.

X

2)ETUDE DE F(x)=J f(f)d ¢

a

Théoréme :

Soit f est une fonction continue et positive sur un intervalle [a ; b].
La fonction F définie sur [a ; b] par F (x)= f f(t)d ¢ est dérivable sur [a ; b] et a pour dérivée f.

Plus précisément, F est l'unique primitive de f sur [a ;b} s'annulant en a.

Preuve : idée de preuve (Cas ou fest croissante) exigible

, F(x,+h)—F
Etudions la limite en x, (ou X, est fixé) de la fonction 7' définie pour tout réel ## 0 tel que X, + 4 est dans [a;b] par T (h)= M

h
Si h>0, F (x,+h)— F(x,) correspond 2 l'aire
(Si h<0 , on raisonne de méme avec F (x,)— F (x,+ h))
Cette aire est comprise entre les aires des rectangles de base # et de hauteur f (x,) et f (xo+ /) y c 1
On a alors : H
T )| —— :
flxghp==-===mmmmmo i
1
- hY i
Grace au théoréme des gendarmes et a la continuité de la fonction f en X, on en déduit que : J ! \ !
lim 7 (k)= £ (x,) O[7 a XgXothb X
h—0

Ainsi F est dérivable en x, et F ' (x,)= f(x,).
L’unicité résulte du fait que F (a)=0 .

Remarque :
Ce théoreme affirme 1’existence de primitives pour toute fonction continue et positive sur un intervalle /.

13 - Intégrales - Cours éléve - auteur : Pierre Lux - page 2 /4 -
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Propriété :

b
ff(t)dt= F(b)— Fa) ou F est une primitive de f sur /.

Soit f est une fonction continue et positive sur un intervalle / , alors pour tous réels a et b de /,ona:

Preuve : exigible

X

Onavuque x+— H (x) =f f(¢)d t est 'unique primitive de f s'annulant en a.

a
x

Soit F une primitive de f sur 7, on a donc : F(x):H(x)+k=ff(t)dt+k avec k€R

Donc Fla)= et F(b)=

Ainsi F (b)— F(a)=

Remarque : On note aussi F (b)— F (a)=[F (¢)], quiselit:" F(¢) pris entre a et b ".

Théoréme fondamental :

Si f est une fonction continue sur un intervalle, alors f admet des primitives sur cet intervalle.

Preuve : idée de preuve (Cas d'un intervalle fermé en admettant que f'a un minimum)

On suppose que f est définie et continue sur un intervalle [a ; b] et que fadmetun minimum m sur [a ; b].

La fonction g: x — f (x)—m est alors continue et positive sur [a ; b].

Elle admet donc une primitive G sur [a ; b}.

On définit alors la fonction F sur [a ;b par: F(x)=G [x)+m x

F est dérivable sur [a ; b] et, pour tout X E[a;b]: F'(x)=G '(x)+m= fx)—m+m= f (x)
Ainsi, fadmet F pour primitive sur [a ; b).

3) INTEGRALE D'UNE FONCTION CONTINUE DE SIGNE QUELCONQUE

Théoréme-définition :

Soit f une fonction continue sur un intervalle / et F une primitive de f sur I . Alors, pour tous réels a

et b de I, la différence F (b)— F (a) ne dépend pas de la primitive F de f choisie.
b
On définit I'intégrale de @ a b de f par: _[f(t]d t=F[b)—F|a)

Deux primitives different d'une
constante ...

X

La valeur moyenne, et les propriétés déja vues pour les fonctions continues et positives (linéarité, positivité, relation de Chasles, f fle)di)se

généralisent aux fonctions continues de signe quelconque.

Remarque :
b a
Pourtous réels a et b, ona: ff(t)dt-i—ff(t)dt:
b

a

On en déduit que :

a
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4) INTEGRATION PAR PARTIES

Théoréme :

Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle [@;b] et admettant des dérivées u’ et v’
continues . Alors :

b

fu(x)v’(x)dx=[u(x)v(x)]i—fu "(x)vix)d x

a

Preuve : exigible

Onsait que u et v sont deux fonctions dérivables sur [a;b] de dérivées u’ et v’ continues sur [a;b] . On en déduit que u’ v+uv’ est
continue sur [a;b] . On sait aussi que (wv) =u’v+uv’ .
On peut donc dire que uv est une primitive de u’v+uv’ sur [a;b] . Onaalors :

Julxlv (x)+u(x)v(x)d x=[ulx)v(x)]

a

Remarque :
b

On applique cette formule lorsqu’on cherche a calculer I’intégrale d’un produit de deux fonctions a condition que f u'(x)v(x)dx soit plus facile

a

b
a calculer que f ulx)v'(x)dx, ce qui est le cas par exemple dans les situations suivantes :

a
- une fonction polynéme u et une fonction sinus ou cosinus
- une fonction polynéme u et une fonction logarithme
- une fonction exponentielle # et une fonction sinus ou cosinus
- une fonction sinus ou cosinus u et une fonction exponentielle
11 faut parfois répéter plusieurs fois cette méthode.

Exemple :

Calculer f xcos(x)d x
0

On pose ulx)=x et v’(x)=cos(x)

Ce qui donne
. L. 0: % i , , : ; 0%
u et v sont bien dérivables sur > | etlesdérivées u’ et v’ sontbien continues sur R

En appliquant la formule d’intégration par parties, on obtient :

xcos(x)d x=

© Sy 0N

- Cours éleve - auteur : Pierre Lux
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- INTEGRALES - MATH SPE chapitre 13 : L’ESSENTIEL DU COURS

Définition :

Soit f une fonction continue
et positive sur un intervalle
[a ; b] et C sa courbe
représentative dans un repere
orthogonal (0 ;7 , 7).

Pour comprendre la
notation, on peut imaginer
que I’on fait la « somme » de
a a b des rectangles de hauteur
A¢) et de largeur se
rapprochant de zéro notée dz.

http://pierrelux.net

b
On appelle intégrale de a a b de la fonction f, et on note f S (¢)d ¢ le réel mesurant 'aire, en unités d'aire, de la
partie du plan (appelée domaine) limitée par la courbe C , l'axe (O x) et les droites d'équations x=a et x=b,
as<x<b

c'est-a-dire I'ensemble des points M (x; y) tels que {0 <y<flx)

La variable t est appelée variable
"muette". On peut remplacer t par
Si le repére a pour unités graphiques n'importe quelle autre variable.
2 cm sur I'axe (Ox) et 2 cm sur l'axe
(Oy), alors l'unité d'aire est 6 cm?

unité d'aire

a et b sont les bornes
de I’intégrale

unité d'aire

Relation de Chasles :

Soit f une fonction continue
et positive sur un intervalle

[a ; b] . Pour tout réel
ce[a;b] ,ona:

b

)

a

f(z)dt:ff‘(t)dt+jf(z)dt

b a b a a

Bornes inversées : J.f (t)d l:—f f (t)d t (en effet par extension de la relation de Chasles : f f (t) d t+f f (t) dt:ff (Z) dt=0)
a b a b a

Linéarité de I’intégration :

Soit f et g deux fonctions b b b b b

continues et positives sur un f(f+g)(t)dt:ff(t)dt+fg(t)dt et f(}‘f)(t)d[:?\ff(l)dt

intervalle [a ; b] et A un réel .
Ona:

On dit qu’on integre

Positivité et ordre :

Soit f et g deux fonctions
continues et positives sur un
intervalle [a ; b} :

b I’inégalité positive
«  Sipourtout x de[a:blona f(x)>0, alors ff‘x)dx>0

b

fg(x)dx

b
« Sipourtout x de[a;hlona flx)<glx),alors ff(x)d x<

a

Valeur moyenne :
Soit f une fonction continue

et positive sur un intervalle
la;b].

b

Le nombre p = b2 f f(¢)d t est appelé valeur moyenne de f entre a et b.

La fonction F(x)=Jlf(t) de

Soit f une fonction continue
et positive sur un intervalle
[a;b].

Théoréeme fondamental :

X

La fonction F définie sur [a ; b] par F(x)= f f[t)d t est dérivable sur [a ; b} et a pour dérivée f.

Plus précisément, F est I'unique primitive de [ sur [a ; b] s'annulant en «a.

Si f est une fonction continue sur un intervalle, alors f admet des primitives sur cet intervalle.

Intégrale d’une fonction de
signe quelconque :

Soit f une fonction continue
sur un intervalle / et F' une
primitive de f sur [ .

Interprétation graphique :

b
On dit parfois que fu fle)de
est l’aire algébrique du
domaine pour indiquer qu’elle
est positive si f est positive
sur [a;b], et négative si
est négative sur la; b]

ou F estune primitive de f sur I.

Pour tous réels a et b de I, la différence [F(¢)]’

a

ne dépend pas de la primitive F de f choisie.

b
Si fest une fonction continue et négative sur [a;b|, _[ f (¢)d ¢, est I'opposé du nombre réel

a
correspondant a l'aire, en unités d'aire, de la partie du plan limitée par la courbe C, I'axe (Ox)
et les droites d'équations x=a et x=b .

b
Si f estune fonction continue qui change de signe sur la;b] s f f (¢)d ¢ est la différence

entre le nombre correspondant a l'aire obtenue lorsque f est positive et le nombre

correspondant a 1'aire obtenue lorsque f est négative.

Intégration par partie :

Soit # et v deux fonctions dérivables sur un intervalle [a;b] et admettant des dérivées u’ et v’ continues .

Alors :
b

Julel v (x)dx=[ulx)v(x);

a
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Intégrale d'une fonction continue et positive
Calculer une intégrale avec les formules d'aires

Ex 13-1 : Vrai ou faux

1) L'intégrale d'une fonction positive s'exprime en unité de longueur.

2) L'intégrale d'une fonction positive est définie a I'aide d'une aire.

3) Le résultat de fi f(x)dx dépendde x .

b
4)Si f estune fonction positive et si a<b , alors L f(x)dx peut étre

strictement négative.

Ex13-2:

Dans chacun des cas, vérifier que la fonction proposée est positive sur
[a;b], puis calculer son intégrale sur [a;b] .
1) f(x)=3x—1 sur [2;5]

2) flx)=k=3| sur [1;4]

Ex 13-3 : A partir d'une représentation graphique

Trois fonctions sont représentées
ci-contre, positives sur [—1; 1] ..
Déterminer 'expression de

chacune d'elle, puis en utilisant

des formules d'aires connues
déterminer les intégrales de ces .
fonctions entre -1 et 1. = = 1 o 1 |z s

corrections : http:/pierrelux.net

Ex 13-4 : Avec une fonction affine par morceaux

Soit f lafonction définie sur l'intervalle [—2 ;4] par:
2six<0
f(x)= x+2 si0<x<2

3
——x+7 six>2
2x six

1) Tracer la courbe représentative de f dans un repére orthonormal,
puis vérifier que cette fonction est continue et positive sur [—2 ;4] .

4
2 ) Déterminer fﬁz f(x)dx
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Ex 13-5 : Avec un demi-cercle

Soit f lafonction définie sur [—1;1] par f(x):\/?xz .

1) Représenter sur la calculatrice, la courbe représentative C; de f dans
un repére orthonormal.

2 ) Montrer que C; est un demi-cercle.

3 ) Déterminer l'aire A, , puis l'aire du triangle ABC.

3 ) Déterminer .[171 flx)dx

Ex13-7:
Soit f la fonction définie sur 1
Ex 13-6 : [0;1] dont la représentation ¢
- Objets libres graphique est donnée ci-contre .
oD =(2 0 i en gras !
2 6 = x | A (en gras) 1 To 1 2
1 |
=3-= . . 1
2 ) 2" A A C Déterminer fo f(x)dx
_1 3 1 |E
2 h(x) = ik +4 B L]
+ Objets dépendants
[+] ! 1 ! 2 ! 3 ! 4 ! =]

1) Associer chaqué fonction avec sa représentation graphique et déterminer les
coordonnées des points A, B et C.

Ex 13-8 : Algorithme : sommes de Riemann

@ python

On consideére l'algorithme ci-dessous :

1 a=float(input("a=")) lire,a,b,p
2 b=float(input("b=")) slel
3 p=float(input("p=")) 2.0
4 |sl=l
5 |s2=0 n-0
6 n=1 tant que (s1-s2)>p faire
7 while (s1-s2>p): nent+l
8 n=n+1 s1<0
9 s1=0
2.0
10 $2=0 s . N
1 for i in range(0,n): Pour i allant de 0 a n-1
12 s1=s1+(b-a)/n*1/(a+i*(b-a)/n) s1 — sl+(b-a)/n*1/(a+i*(b-a)/n)
13 s2=s2+(b-a)/n*1/(a+(i+1)*(b-a)/n) s2 « s2+(b-a)/n*1/(a+(i+1)*(b-a)/n)
14| print(s1) Fin pour
2 2 p . . 15 | print(s2) )
2) En calculant f flx)dx et f h(x)d x déterminer l'aire A, . P Fin tant que
L 1 Afficher s1,s2
1) On choisit p=0,1. . 1
r) =
Quelles valeurs doit-on choisir pour a -7
1]
et b afin d'encadrer l'aire ci-contre ?
Q
o 1 2
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A quoi correspond cette aire ?

3) On a représenté ci-dessous la fonction f:x — v4+x%.
La représentation graphique correspond au cas n=2 de l'algorithme.
Indiquer sur le graphique a quoi correspondent s1 et s2.

2) Sur le graphique ci-contre représenter le cas n=4 .

En exploitant les données du graphique, donner un encadrement de

fi f(x)dx

3) Expliquer pourquoi on a choisi les valeurs 1 et 0 pour s1 et s2 au début
de l'algorithme

4 ) Faire tourner le programme et déterminer ce qu'il renvoie pour p=0,01

Propriétés de l'intégrale

Ex 13-9 : Encadrer une intégrale
. Ex 13-10 : Encadrer une intégrale - Relation de Chasles
1) Démontrer que pour tout x€[0;1],0ona 1<e*<e, puis en déduire un { | .

2 Soit la fonction définie sur |—1;1| par f(x)=e* .
encadrement de I=f; e dx . fXJ par flx/=e
On pose I:ff1 e dx

1) Démontrer que la fonction f est monotone et positive sur [-1;1].

2) Démontrer que pour tout x€[0;8], ona 1<V1+x<3, puis en déduire |2 ) Démontrer que pour tout xe[-1:1], fl=1<flx<fl).

8 En déduire un encadrement de 1.
un encadrement de J =f0 Vi+xdx
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3 ) Démontrer que :
- Vxe[-1;0] , fl=1)<f(x)<f(0)
- Vxeos1], flo)j<fx)<f(1]

En déduire un nouvel encadrement de 1.

On pourrait maintenant découper l'intervalle en 3, puis en 4 ... et obtenir
des encadrements de plus en plus fin de I ... I'algorithme pointe son nez,
trés ressemblant a celui de I'Ex 13-8 !

Ex 13-11: Valeur moyenne

X

Soit f la fonction définie sur R" par f(x)=e
Pour tout n€IN , onnote U, lavaleur moyenne de la fonction f sur

l'intervalle [n; n+ 1] .

1) Donner I'expression de U, pour tout n€IN .

2 ) Montrer que : VneN | V x€ln;n+1], e ™l<e™<e™

3) En déduire que (Un) est convergente et calculer sa limite.

corrections : http:/pierrelux.net

Calculer une intégrale d'une fonction positive avec une primitive
Ex13-12:

Calculer, a I'aide de primitives, les intégrales suivantes :

1 [,

2
t
Sdt
1+t

2) fl_l x*(x5—17dx

2 us3
1 s

4) f; e*e*+9Pd x

Ex 13-13 : Décomposition en éléments simples

1

Soit f lafonction définie sur I=[0;5} par f(X)Zzi
X +3x+2

1) Démontrer que f est continue et positive sur 1=[0;5].

2 ) Démontrer qu'il existe deux réels a et b tels que, pour tout x€R |

a b
= +
flx] x+1 x+2 °
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5
3) En déduire fo f(x)dx

Ex 13-14 : Calculs d'aires

Dans chacun des cas ci-dessous, déterminer 'aire (en unité d'aire) du

domaine colorié :

Remarque : f: f(x)dx—f: g(x)dx:_[z f(x)—glx)dx

1)

Ex13-16: F

Soit f la fonction définie sur R™ par f(t):e ’

Pour tout x>0 , on pose F(X):j; fle)de

1) La fonction F est-elle dérivable sur R" .

. F
2) Calculer lim

x>0

Ex 13-15 : Interprétation de Xcas

g(t):=3*exp(-3+);

corrections : http:/pierrelux.net

fix):=integrate(g(t),t,0,x);
flx);

limite(f(x),x,+infinity)

(€ ->3wexp((-3+0, x -> [:g(t)dt, exp(-3-3)+1, 1 )

Interpréter chacune des lignes ci-dessus.

2 ) Interpréter ce résultat graphiquement.

(x)=[ flt)de

(]

—— . (On fera apparaitre un taux d'accroissement)

Ex 13-17 : Une primitive de la fonction In

Soit F et G deux fonctions définies sur [1;+00] par F (x):f: In(t)dt et

G(x)=xIn(x)—x .

dérivée.

1) Démontrer que F et G sont dérivables sur [1;+00[ et calculer leur
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2) En déduire qu'il existe un réel k tel que, pour tout X€[1;+oo[
F(x)=G (x)+k .

3) Calculer k .

4 ) Calculer f: In(t)dt

@ python

Ex 13-18 : Différentes méthodes d'approximation
Ci-dessous, on a représenté trois algorithmes fournissant des
2
approximations de f x’dx
1

1) On reconnait la méthode des trapézes, la méthode des rectangles et la
méthode du point milieu.

Faire correspondre chaque dessin avec la méthode qu'il représente.

Petite base
2 ) -— >
§ \ _ (B+b)xh
‘ \\\ A= -2

Hauteu
@

Rappel : .

Grande base

Compléter I’algorithme ci-dessous écrit en Python, afin qu’il applique la
2

méthode des trapézes ( avec 10 trapézes ) a J‘ x*dx

def f(x):
return (......... )

def MethodeTrapeze(f, a, b, N):

Aire= .........

for i in range(N):
AireTrapeze = .........
Aire= .........

0NN DN B W~
o
o
72
Il

— e \O
— O

>

Il

return Aire

—_—— —
AW N

print(MethodeTrapeze(f, 1,2,10))

corrections : http:/pierrelux.net

2
3) Calculer fl Xdx et comparer avec |’approximation obtenue.

4 ) a) Tester le programme MethodeTrapeze.py (a consulter sur les

corrections de pierrelux.net : ouvrir le fichier texte et le copier dans

EduPython ) afin de visualiser la méthode des trapezes dessinée avec 10

trapezes.

b ) Modifier le programme pour visualiser la méthode des trapézes avec
2

3 2
12 trapézes pour calculer f X? - X7+ 1dx
-1

Intégrale d'une fonction continue de signe quelconque

Ex 13-19 : Vrai ou faux

1)Si f estune fonction négative et si a<b , alors l'intégrale de f
entre a et b est égale a une aire.

2 ) L'intégrale d'une fonction négative est un réel négatif.
3) L'intégrale d'une fonction de signe quelconque est une somme d'aires.

4)Si f estune fonction continue de signe quelconque sur [a; b] etsiF

est une primitive de [ , I'égalité f: f(x)dx = F(b}—F(a) est fausse.

Ex 13-20 : Propriétés de l'intégrale

Soit a et b des nombres réels tels que a<b, f et g des fonctions
continues sur [a;b] .

On pose IZJ‘Zf(x] dx et JZJ‘Zg(x) dx

Exprimer les intégrales suivantes en fonctionde I et J .

1) [ flx) dx

2) [0 flx)-glx) dx

3) c€la;b] , f;g(x) dx - fZg(x) dx

2
4) fZ —3x+§g(x) dx

189/214



13: Intégrales : exercices - page 7

Ex 13-21 : Calculer une intégrale avec une primitive

Calculer, a I'aide de primitives, les intégrales suivantes :

b T gy

= (ex—x)2

2 1
2) f% ;ln(x)dx

3) J'j(lf%)dt

Ex 13-22 : Calculs d'aires

Propriété :

b
fﬂ f(t)dt , est 'opposé du nombre réel correspondant a

l'aire, en unités d'aire, de la partie du plan limitée par la courbe
C, I'axe (Ox) et les droites d'équations x=a et x=b .

b
On dit parfois que fa f(t)dt estlaire algébrique du

domaine pour indiquer qu’elle est positive si [ est positive
sur [a ; b] ,etnégativesi [ est négative sur [a; b]

Propriété :

Si f estune fonction continue qui change de signe sur
b

[a ; b] s f f (t)dt est la différence entre le nombre
a

correspondant a l'aire obtenue lorsque f est positive et le
nombre correspondant a I'aire obtenue lorsque [ est négative.

Dans chacun des cas ci-dessous, déterminer l'aire (en unité d'aire) du
domaine colorié :

1

?\; - i'."'_:llj
‘\ i/,@-———f—a

/f‘/\--»-Remargues :

s 2 E/7 77 7 - Comme on le verra plus tard
o~ - (sinx)=cosx et [cosx) =—sinx

Si fest une fonction continue et négative sur [a; b] s <

corrections : http:/pierrelux.net

- En translatant du vecteur k _f (avec k suffisamment grand), les deux
courbes, tout devient positif ... En utilisant

fi f(x)+kdx—fi glx)+kd x:fi flx)—g(x)d x , tout devient simple !
\ (z) = e2-1

J g(@) = cos(x)

Ex 13-23 : Décomposition en éléments simples

_ X4+3x2+2 x+1

Soit f la fonction définie sur R -{-2} par f(x) 2
X

1) Déterminer quatre réels a, b, c et d tels que, pour tout x#—2,

d
= 2+b +c+
f(X) ax X+C 5

1
2)Endéduire [ flx)dx
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Ex 13-24 : Un encadrement de de In2

1)Dé t tout x=>1 1L
émontrer que pour to > <—<

que pour tou 2 o x ok
i 1 1

2)a) En déduire que | S dx<| —dx<| —=dx
)a) q {XZ !X f&

b ) Déterminer un encadrement du réel In(2)

Ex 13-25 : Une approximation de In(2) - Algorithme de Brouncker

@ python

¢ 9410
R 1“[51‘_;_.
| B! ~_ B n'mJ'ﬂ-u
;u:; 6 SR ; /
M2t
1 #1314 1
344 1(7x8) | 5 15+16
1
%2
175 1 125 15 175 2 22¢

Approximation de In(2) par dichotomie 5]
selon la methode de William Brouncker

En 1668, William Brouncker publie le développement en série de In(2),
résultat qu'il a établi dés 1657 en découpant 1'aire sous I'hyperbole en
rectangles venant boucher les trous par dichotomie :

a1 1 1 1

In(2|= + + .
1x2 3xX4 5X6 [2k+11%(2k+2)

En utilisant cette formule, compléter le programme ci-dessous écrit en
Python afin d’obtenir une approximation de In(2) pour k=100 :

corrections : http:/pierrelux.net

1 |def Brouncker ( N ):

2 Ln2=....

4 Ln 2= . i
5 return Ln_2

6

7 |print(Brouncker(100))

Ex 13-26 : Une approximation de In(2) - Meéthode Monte-Carlo

3
Exemple pour déterminer une approximation de f ) Xdx
Cette méthode repose sur la loi des grands nombres.
- On définit un rectangle R de cotés [2 ;3]1%<[0; Y, | tel que
0<x’<y,,. pourtout 2<x<3

- On choisit alors aléatoirement 7 points indépendants, avec une
distribution uniforme dans le rectangle R.

Estimation de la valeur d'une aire, par la méthode de Monte-Carlo.

@ python

2.0 2.2 24 2.6 2.8 3.0
1) Déterminer V.

2 ) Quelle est la probabilité pour qu’un de ces 7 points soit sous la
courbe de la fonction carrée ?

3) Que nous dit la loi des Grands Nombres ?

4 ) Le programme ci-dessous écrit en Python permet d’appliquer la

méthode de Monte-Carlo pour déterminer une approximation de
3

_[2 ¥dx avec n=1000 .

1 |import random

2

3 | def f(x):

4 return (x**2)

5

6 | def MethodeMonteCarlo(f, a, b, yMax, n):
7 compteur = 0

8 for i in range(n):

9 x = random.uniform(a,b)

10 y = random.uniform(0,yMax)

11 if (f(x) >=y):

12 compteur = compteur + 1

13

14 Aire = yMax * (b - a) * compteur / n
15 return Aire

16 | print(MethodeMonteCarlo(f, 2,3,9,1000))
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a ) Testez le programme MethodeMonteCarlo.py (a consulter sur les
corrections de pierrelux.net :ouvrir le fichier texte et le copier dans
EduPython ) afin de visualiser la méthode de Monte-Carlo et vérifier qu’on

obtient une bonne approximation de 3

b ) Modifier quelques lignes de ce programme pour obtenir une
approximation de In(2).

Ex 13-27 : Etude d'une suite

Pour tout n€IN" , on pose :
11 1

In: de J =
f" 1+ 0" fo

1)a) Calculer I, .

n

t 1 n
er dt et K,=[ In(1+¢")dt

b ) Démontrer que la suite (I,.)n>1 est croissante et majorée par 1.

Que peut-on en déduire ?

2)a) Etablir que pour tout n>0, I,=1-J, .

corrections : http:/pierrelux.net

n

t

n

b ) Montrer que pour tout telo;1], 0<1 —<t".
+t
. 1
¢ ) En déduire que pour tout n>0 , 0<J < ]

lim I,

n>+ow

d ) Calculer ,.lirfl T , puis

3) a ) Montrer que pour tout n>0 , la fonction F,, définie par

X n ) 7. z
Fn(x)Z ;ln (1+ X ) est dérivable sur [0; 1] et calculer sa dérivée.

b ) En déduire que pour tout n>0, J = -——K, .
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¢ ) Etudier les variations et le signe de la fonction F , définie par
F(x)=In(1+x)—x sur [0;1].

lim K,

n>+w

1
En déduire que pour tout n>0, 0 SKn<m , puis calculer

d) Calculer 1im (n(I,~1}+In(2))

n>+w

Ex 13-28 : La constante d'Euler

- 1
Pour tout n>0 , on pose u, =Y. ——In(n).
i

i=1

1) Soit keIN" . Démontrer, en encadrant la fonction inverse sur l'intervalle

k+ 1 1
" de<— .

1
. <
[k,k+1],que il fk : K

En déduire que <In(k+1)-1In(k)<

k+1

|~

2 ) Démontrer que la suite (U,,) est monotone.

corrections : http:/pierrelux.net

3 ) Etablir, pour tout entier naturel n>2 , I'égalité :
1 n—1

u=—+y l—1n(k+1)+1n(k)
n = \k

4 ) Déduire des deux questions précédentes que la suite (Un) est
convergente.

Sa limite que 1'on ne cherchera pas a déterminer, est appelée la constante
d'Euler.
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Intégration par parties 4) J‘° Inxdx
1

Ex 13-29 : Avec une intégration par parties

Déterminer les intégrales ci-dessous en effectuant une intégration par
parties :

1) f;[ xsinxdx

5) fj In*xdx

2) .fi] xe'dx

Ex 13-30 : Avec deux intégrations par parties

Déterminer les intégrales ci-dessous en effectuant deux intégrations par
parties successives :

1) f; xzcos(x)dx

4
3) fz xInxdx
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2) fl_l x'e'dx

2)a)Enposant u(x)=sinx et v ’(x)=sin(x), expliquer le probléme

de cette méthode pour le calcul de fzﬁ sinxdx .

Ex 13-31 : Avec deux intégrations par parties et en résolvant une
équation

7T
1) Déterminer fo cosxe dx en effectuant deux intégrations par parties

successives.

b ) Pour calculer cette intégrale, on peut utiliser la formule de trigonométrie :

. 1- 2
sin’ x= w . Essayez ...

195/214



13: Intégrales : exercices - page 13

EXERCICES DE TYPE BAC
(Les intégrales ne sont plus au programme du bac)

Ex 13-32 : Baccalauréat S Pondichéry 17 avril 2015 - Ex 13-1

Avec la fonction exp — théoréme des bijections — intégrales — domaines — aires

Partie A
Soit f la fonction définie sur R par

3
T lse

flx)

Sur le graphique ci-aprés, on a tracé, dans un repére orthogonal [ 0, 1,] ] ,lacourbe
représentative € de la fonction f et la droite A d'équation y =3.

1. Démontrer que la fonction f est strictement croissante sur R.
2. Justifier que la droite A est asymptote a la courbe €.

3. Démontrer que I'équation f(x) = 2,999 admet une unique solution a sur R.
Déterminer un encadrement de a d’amplitude 1072,

Partie B

Soit 1 la fonction définie sur B par h(x) =3- f(x).

1. Justifier que la fonction h est positive sur B.

3
2. On désigne par H la fonction définie sur B par H(x) = —Eln (1+e72%).

Démontrer que H est une primitive de h sur R.
3. Soit a un réel strictement positif.
i
a. Donner une interprétation graphique del'intégralej h{x)dx.
0
.
|l+e2a J
c. On note 2 I'ensemble des points M(x ; y) du plan défini par
x i
flx) <y <3
Déterminer I'aire, en unité d'aire, du domaine .

o 3
b. Démontrer quef hix)dx= Eln
0

corrections : http:/pierrelux.net
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corrections : http:/pierrelux.net

Ex 13-33 : Baccalauréat S Métropole juin 2006 - Ex 13-2

Avec la fonction exp — suites — intégrales — intégration par parties pour mettre en place une
relation — domaines — aires

1. Soit f la fonction définie sur R par

flx) = xe'™ .
On désigne par %6’ sa courbe représentative dans un repére orthonormal (0, T T]
d’unité graphique 2 cm.

a. Déterminer les limites de f en —oo et en +o0; quelle conséquence gra-
phique pour % peut-on en tirer?

b. Justifier que f est dérivable sur R. Déterminer sa fonction dérivée f'.
c. Dresser le tableau de variations de f et tracer la courbe €.

2. Soit nun entier naturel non nul. On considére 'intégrale I, définie par

1
I,= f e Fdx.
0

a. Etablir une relation entre [,,,; et I,,.

o

Calculer I, puis I».
[

Donner une interprétation graphique du nombre I;. On la fera apparaitre
sur le graphique de la question 1 c.

3. a. Démontrer que pour tout nombre réel x de [0; 1] et pour tout entier na-
turel n non nul, on a l'inégalité suivante :

b. Endéduire unencadrementde I, puislalimite de Iy quand n tend vers +oo.
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Ex 13-34 : Baccalauréat S Amérique du Sud 24 novembre 2015 - Ex 13-1

Avec la fonction In — domaines — aires — théoréme des bijections

Partie A

Dans le plan muni d'un repére orthonormé [D, ?, T ] on désigne par €, la courbe
représentative de la fonction u définie sur l'intervalle 10 ; +o0[ par:

b ¢
ux)=a+—+—3
x X
ol a, b et ¢ sont des réels fixés.
On a tracé sur le graphique ci-dessous la courbe %€, et la droite @ d"équation y = 1.

4 Cu

=1

On précise que la courbe %), passe par les points A(1; 0) et B(4; 0) et que I'axe des
ordonnées et la droite @ sont asymptotes a la courbe %,.

1. Donner les valeurs de wu(1) et (4).
2. Donner xli—Tm u(x). En déduire la valeur de a.

2-5x+4

3. En déduire que, pour tout réel x strictement positif, u(x) = 5

X

Partie B

Soit f la fonction définie sur l'intervalle |0 ; +oo| par:

4
flx)=x-5Inx- T

1. Déterminer la limite de f(x) lorsque x tend vers 0. On pourra utiliser sans
démonstration le fait que lin}] xlnx=0.
e

2. Déterminer la limite de f{x) lorsque x tend vers +no.
3. Démontrer que, pour tout réel x strictement positif, f'(x) = u(x).

En déduire le tableau de variation de la fonction f en précisant les limites et
les valeurs particuliéres.

Partie C

1. Déterminer 'aire &, exprimée en unité d'aire, du domaine hachuré sur le
graphique de la partie A.

2. Pour tout réel A supérieur ou égal 4 4, on note =/ 'aire, exprimée en unité
d’aire, du domaine formé par les points M de coordonnées (x; y) telles que

d<sx=1 et 0<y<uix).

Existe-t-il une valeur de A pour laquelle &3 = o/ ?

Dans cette question, toute trace de recherche, méme incompléte, ou d’initia-
tive, méme non fructueuse, sera prise en compte dans I'évaluation.*

corrections : http:/pierrelux.net
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Ex 13-35: Baccalauréat S Antilles-Guyane juin 2004 - Ex 13-2

Avec la fonction In — intégration par parties pour mettre en place une relation

But de I'exercice : approcher In(1 + a) par un polynéme de degré 5 lorsque a appar-
tient a 'intervalle [0 ; +ool.

Soita € [0; +ool.

0 te In(a) fa—l dt et pour ke N* pose Ii(a) a—{r a)t
nnote = elpour K € , 0N pose [pla) = b
4 o 1+1 # o (1+0k+!

1. Calculez Iy(a) en fonction de a.
2. Alaide d'une intégration par parties, exprimez I, (a) en fonction de a.
3. Alaide d'une intégration par parties, démontrez que
-4 k+1 k+1
Iiiyla) = ()k—la+ Irla) pourtout keN*.
+

1 1 1 1
4, Soit P le polyndme défini sur R par P(x) = Exf' - ZX4 - §x3 - Exz +x.

Démontrez en calculant I5(a), Iz(a) et Iy(a), que Is(a) = In(1+ a) - P(a).
a
5. Soit J(a) =f (t— aJsdz. Calculez J(a).
0

) (t-a)
6. a. Démontrez que pourtout te[0; a|, ———= = (t—a 5,
que p [0; a] (1+nﬁ’( )

b. Démontrez que pour tout a € [0; +ool, J(a) < I5(a) <0,

7. En déduire que pour tout a€ [0; +ool, [In(1 +a) - P(a)| <

a‘l’-?-,,

8. Déterminez, en justifiant votre réponse, un intervalle sur lequel P(a) est une
valeur approchée de In(1 + a) 2 107 prés.

corrections : http:/pierrelux.net
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Chapitre 14 - TRANSFORMATIONS DE VARIABLES ALEATOIRES

CONCENTRATION — LOI DES GRANDS NOMBRES

1) TRANSFORMATIONS DE VARIABLES ALEATOIRES

A ) TRANSFORMATION AFFINE

Définition :

Soit ¢eR", bER et X une variable aléatoire.
Onnote X,, X, ,..., X, les valeurs prises par X.
La variable aléatoire Y =a X+b est la variable aléatoire qui prend pour valeurs les réels ax,+b , ax,+b

ax,+b

9 seey

Propriété :

Soit a€R", bER et X une variable aléatoire . On a :

ElaX+b)=aE(X)+b V(e X+b)=a®*V (X)
Preuve : non exigible
Onnote X, , X, ,..., X, les valeurs prises par X . On note PFP(X:X,-) (pour i allantdela n)
Onaalors E z px; et V(X Z D;x
. E(aX+b)=Z plax+b)=

i=1

OrE(X)=)) p,x,et ), p,=1 .Onendéduitque E(a X +b)=aE(X|+b
i=1 i=1

. V(aX+b)=Zm: p,lax,+b?—Ela X+b}

I
l\4s -

pX(a® x?+2 abx +b*)—(a E(X)+b]

1

3 ~
Il

= D (pa*x,>+p,2abx+ p, b*)—(a>E(X)2+2abE (X)+b?)

1

Or 2ab), p,x,=2abE(X etb22p B*x1=b*> Ainsi V(a X+b)= (Z x—E(X )+2abE( X)+b2=2abE (X)-b*=a* V(X)

i=1 i=1

Exemple :

Soit X une variable aléatoire suivant la loi binomiale de parameétres n=6 et p=0,7 etsoit Y=2X-3
Ona E(X)=6x0,7=4,2 et V(X)=6X0,7x(1-0,7)=1,26
On a donc :

E(Y)= et V(Y)=

B) SOMME DE DEUX VARIABLES ALEATOIRES

Définition :

Soit X et Y deux variables aléatoires.

X+Y est la variable aléatoire qui prend pour valeurs toutes les sommes possibles des valeurs de X et de Y.

Exemple :

Si X(Q)=[1;2;3] et Y(QI={10;20] alors (X+Y)(Ql=

14 - Variables aléatoires discrétes - Cours éléve - auteur :

Pierre Lux - cours prof - page 1/3
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Propriété : admise

Soit XetYd iables aléatoires . On a : -
ot A¢e eux variables aleatowres . Ln a Cette propriété et E(aX)=aE(X) caractérise

E(X+Y)=E(X)+E(Y)

Exemple :

Soit X une variable aléatoire suivant la loi binomiale de parameétres n=6 et p=0,7 etY une variable aléatoire suivant la loi binomiale de
paramétres n=10 et p=0,2 .

X+Y est une variable aléatoire dont les valeurs possibles sont (0,1,2,...,16] et E(X+Y)=E(X)+E(Y)=6%0,7+10x0,2=6,2

Propriété : admise

Soit X et Y deux variables aléatoires associées a deux expériences aléatoires telles que | On parle alors de

les conditions de réalisation sont indépendantes . On a :

_ - Si les variables aléatoires ne sont pas indépendantes,
VIX+Y)=VX}V(Y) on peut avoir V(X+Y)#V(X)+V(Y)

2) INEGALITE DE BIENAYME-TCHEBYCHEF

Propriété : admise

- O estlalettre grecque

Soit X une variable aléatoire et 0 un réel strictement positif . On a : - La probabilité que les valeurs prises par X s’écartent
d’aumoins 8 de E(X) est d’autant plus petite que 0
PIX—E(X)>5)< V(g() est grand.

- [E(X)=68;E(X)+6] est

Remarque : En utilisant I’événement contraire on obtient :

Cas particulier : =20 (X) ot o(X) est1’écart type de la variable aléatoire X.

V(X)

(20(X)P
Ce qui signifie que la probabilité qu’une variable aléatoire prenne des valeurs s’écartant de son espérance d’au moins le double de son écart type

Onobtient P(X-E(X|>20(X))<

. . 1
est inférieure a e

Propriété : admise

On considére un schéma de Bernoulli constitué de n répétitions d’une épreuve de Bernoulli de succes de probabilité p .

Pour tout i€(1,2,...,n] ,onnote X; la variable aléatoire, suivant la loi de Bernoulli de paramétre p , associée a la i-éme
épreuve de Bernoulli prenant la valeur 1 en cas de succés et 0 dans le cas contraire . Ona donc P(X,=1)=p

n
- La variable aléatoire S”:Z X=X +X,+...+X, estégale au nombre de succes lors des 7 épreuves.
i=1

- S, suit la loi binomiale de paramétres n et p .

14 - Variables aléatoires discrétes - Cours éléve - auteur : Pierre Lux - cours prof - page 2/3
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Définition et propriété : admise

On appelle moyenne empirique des variables aléatoires X, , X, , ..., X, ,la variable
X+X+..+X, S

n n

n

aléatoire M,=

Soit d un réel strictement positif .
En appliquant I’inégalité de Bienaymé-Tchebycheva S, et M, , on obtient :

(s, ~mpfz0)< T2 o i, o)< 22
o) nod
Remarques : En utilisant I’événement contraire on obtient :
et

4) LOI DES GRANDS NOMBRES

Définition:

La probabilité que les valeurs prises par S,
s’écartent d’au moins & de son espérance np est
d’autant plus petite que O est grand.

Soit n expériences aléatoires identiques et indépendantes et X, , X, , ..
ces expériences.

On note a nouveau S,=, X,=X+X,+...+X, .
i=1

i=

On appelle moyenne empirique des variables aléatoires X, , X, , ..

., X, les variables aléatoires toutes de méme loi associées a

., X, ,la variable aléatoire M,=————=—"

X+X+..+X, S

n

n n

Théoréme : /a [loi des grands nombres

Soit une expérience aléatoire et X la variable aléatoire associée a cette expérience.
On répéte n fois cette expérience de maniére indépendante.

suivant toute la méme loi et donc d’espérance E(X) et de variance V(X).

Pour tout réel O strictement positif, on a :

V(X]
P(M,—E(X]>d]< (6 5 (inégalité de concentration)
n

On obtient alors un échantillon de taille n composé de #n variables aléatoires X, , X, , ..

X

i) nos

L’écart entre la moyenne d’un échantillon d’une variable aléatoire et I’espérance de cette variable ne
dépasse une valeur donnée a 1I’avance qu’avec une probabilité qui tend vers zéro quand le taille de

I’échantillon tend vers I’infini . Ce qui s’écrit de maniére mathématiques ,}E}L P(|M:1_E(X)|>5 J=0

On dit que M, converge en
probabilité vers E(X) quand » tend
vers +oo .

14 - Variables aléatoires discrétes - Cours éléve - auteur : Pierre Lux - cours prof - page 3/3
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TRANSFORMATIONS DE VARIABLES ALEATOIRES
CONCENTRATION - LOI DES GRANDS NOMBRES - 1’ESSENTIEL DU COURS

Transformation affine de
variables aléatoires :

Espérance et variance :

MATH SPE chapitre 14 :

http://pierrelux.net

Soit ¢ R”, h€R et X une variable aléatoire.

Onnote X;, X, ,..., X, les valeurs prises par X. La variable aléatoire Y =a X+b est la variable aléatoire qui
prend pour valeurs les réels ax,+b | ax,+b ... ax,+b

ElaX+b/=aE(X)+b

Ona: V(aX+b)=a*V (X)

Somme de deux variables
aléatoires :

Espérance :

Variance :

Variables aléatoires P
indépendantes

Soit X et'Y deux variables aléatoires.
X+Y est la variable aléatoire qui prend pour valeurs toutes les sommes possibles des valeurs de X et de Y.

Cette propriété et
E(aX)=aE(X) caractérise
la linéarité de 1’espérance.

E(X+Y)=E(X)+E(Y)

Soit X et Y deux variables aléatoires associées a deux expériences aléatoires telles que les conditions de réalisation

sont indépendantes . On a :

i Si les variables aléatoires ne sont

V(X+Y)=VI(X)+V(Y) pas indépendantes, on peut avoir
VIX+Y)#VIX)]+VI[Y].

Inégalité de Bienaymé-
Tchebychef :

Delta minuscule

Soit X une variable aléatoire et 0 un réel strictement positif . On a :

V(X
62

P(IX-E(X]=d)<

[E(X)—8;E(X)+8] estun intervalle de fluctuation.
En utilisant I’événement contraire on obtient :

VI(X)
(52

V(X

62

P(E(X)-0<X<E(X)+6)=1—

=

P(X—-E(X)<8)=1—

Loi des grands nombres et
loi Binomiale :

Moyenne empirique :

La probabilité que les valeurs
prises par S, s’écartent d’au
moins J de son espérance
np est d’autant plus petite
que O est grand.

On considére un schéma de Bernoulli constitué de 7 répétitions d’une épreuve de Bernoulli de succés de
probabilité¢ p .

Pour tout i€ {1 2, ,n} ,onnote X; la variable aléatoire, suivant la loi de Bernoulli de paramétre p , associée a
la i-éme épreuve de Bernoulli prenant la valeur 1 en cas de succés et 0 dans le cas contraire.
Onadonc P(X,=1)=p

- La variable aléatoire S,= Z X,=X,+X,+...+X, est égale au nombre de succes lors des 7 épreuves.
i=1

- S, suit la loi binomiale de paramétres n et p .

On appelle moyenne empirique des variables aléatoires X, , X, , ..., X, , la variable aléatoire

X +X+...+X, S

n n

n

Soit & un réel strictement positif . En appliquant I’inégalité de Bienaymé-Tchebycheva S, et M, , on obtient :

P(IS,—np|>0)< np((lsz_p) et P(M,—p|>0)< p(lé—zp)
n

Loi des grands nombres :

Inégalité de concentration :

Soit une expérience aléatoire et X la variable aléatoire associée a cette expérience.

Onrépéte n fois cette expérience de maniére indépendante.

On obtient alors un échantillon de taille # composé de n variables aléatoires X, , X, , ..
la méme loi et donc d’espérance E(X) et de variance V(X).

., X, , suivant toute

On dit que M, converge en
probabilité vers E(X) quand »
tend vers +oo .

Pour tout réel O strictement positif, on a :

P(M,—E(X|>0)<

L’écart entre la moyenne d’un échantillon d’une variable aléatoire et I’espérance de cette variable ne dépasse une
valeur donnée a 1I’avance qu’avec une probabilité qui tend vers zéro quand le taille de I’échantillon tend vers I’ infini

Ce qui s’écrit de maniére mathématiques nlirfl P(|M,—E(X]|>6]=0
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Linéarité de I’espérance
Ex 14-1 : Appliquer la linéarité

Soit X une variable aléatoire telle que E(X)=5 et V(X)=1 et Y une autre
variable aléatoire telle que E(Y)=0 et V(Y)=2.

Calculer I’espérance et la variance des variables aléatoires suivantes :

1) Z=2X-7

2) T=X+Y

3)U=3Y

3(X-1)

Ex 14-2 : Avec la loi binomiale

Soit X une variable aléatoire suivant la loi binomiale de parameétres n=6 et
p=0,2 etY une variable aléatoire suivant la loi binomiale de paramétres
n=8 et p=0,1.

1) Déterminer les valeurs possibles de la variable aléatoire X+Y.

2 ) Calculer E(X+Y)

Ex 14-3 : Avec des variables aléatoires indépendantes

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes.
On sait que V(X)=3 et V(Y)=5
Justifier que I’on peut calculer V(X+Y) et donner cette valeur.

corrections : http:/pierrelux.net

Ex 14-4 : Lancer de trois dés et moyenne

On lance trois fois un dé équilibré . Pour tout i€(1,2,,3} ,onnote X; la

variable aléatoire donnant la valeur de la face supérieure du dé obtenue au
i -éme lancer.

1) Déterminer laloi de X, , puis calculer E(X,) et V(X))

2 ) On note S3:X1+X2+X3 .
a ) Quelles sont les valeurs possibles de S; ?

b ) Calculer si possible E(S;) et V(S,).

X, +X,+X,

3)Onnote M;= 3

a ) Quelles sont les valeurs possibles de M; ?

b) Calculer si possible E(M;) et V(M) .
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Ex 14-5 : Lancer de neuf dés et variable aléatoire de gain

On considére un jeu consistant a lancer 9 fois un dé.

A chaque lancer, on gagne 10 euros si on obtient « 1 » ou « 2 » et 5 euros
sinon.

La participation au jeu est 60 euros.

1) Pourtout i€(1,2,...,9],onnote X; la variable aléatoire qui prend pour
valeurs la somme gagnée au i -éme lancer.

Déterminer pour tout i€(1,2,...,9] laloide X; etcalculer E(X,) et
V(X

2 ) On note G la variable aléatoire correspondant au gain algébrique (il peut
étre négatif) .
a) Exprimer G en fonction des variables aléatoires X; .

b ) Calculer le gain que 1’on peut espérer et interpréter le résultat.

3) Déterminer la variance de G.

Ex 14-6 : Variances et indépendance

Quatre boules indiscernables au toucher, numérotées de 1 a 4, sont placées
dans une urne.

On tire une boule dans 1’urne, on ne la remet pas, puis on tire une deuxiéme
boule.

On appelle X; pour i€{1,2],la variable aléatoire qui associe au i -éme
tirage le numéro de la boule tirée.

corrections : http:/pierrelux.net

1) Les deux tirages sont-ils indépendants ?

2 ) Déterminer la loi de X, .

3)a) En utilisant un tableau a double entrée, déterminer la loi de X;+X,

b) En déduire E(X,+X,) et V(X,+X,)

4) Déterminer E(X,), puis en déduire E(X,) .

5)Laloide X, est-elle équirépartie ?

6) Calculer V(X,) et V(X,], puis comparer V(X;+X,) avec
V(Xl)+V(X2)

Ex 14-7 : Produit de variables aléatoires et espérance

Quatre boules indiscernables au toucher, numérotées de 1 a 4, sont placées
dans une urne.
On tire une boule dans 1’urne, on ne la remet pas, puis on tire une deuxiéme
boule.
On appelle X; pour i€(1,2], la variable aléatoire qui associe au i -éme
tirage le numéro de la boule tirée.
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1) a) Déterminer la loi de de X, XX, et son espérance.

b) A-t-on E(X,XX,)=E(X,)E(X,) ?

2 ) On considére maintenant, qu’avant de tirer la deuxiéme boule, on remet la
premiére dans le sac.
a ) Les deux tirages sont-ils indépendants ?

b ) Déterminer la loi de X;XX, et son espérance.

c) Comparer E(X,XX,| et E(X,)XE(X,)

Inégalités et valeurs absolues

Ex 14-8 : Exprimer sous la forme ([X—a|>6)

Soit X une variable aléatoire.

Exprimer les événements ci-dessous sous la forme (X —d|=6)
1)(X—-4>4 ou X-4<-4)

2)(X—a=5 ou X—a<-5)

3)(X=4 ou X<0)

4) « La distance entre X et 3 est supérieure ou égalea 1 »

5) ((X—1/=25)

Ex 14-9 : Avec I’événement contraire

Soit X une variable aléatoire.
Exprimer I’événement contraire a I’aide d’une valeur absolue.

1) (2<X<6)

2) (-1<X<7)

3) 2+X>3>-2+X)

Concentration-Loi des grands nombres

Ex 14-10 : Application directe

Soit X une variable aléatoire d’espérance 40 et de variance 8.
1) Donner une majoration de P(|X—40|>5)
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2) En déduire une minoration de P(35<X<45)

3) Donner une majoration de la probabilité que X s’écarte de son espérance
d’au moins 10.

Ex 14-11 : Ecarts de X d E(X) de quelques 0 (X)

Soit X une variable aléatoire . Déterminer une majoration de chaque
probabilité suivante :
1)a) P(X-E(X|zo(X])

b) P(X-E(X)=20(X))

c) PIX-E(X||=30(X))

2 ) Déterminer un entier naturel n tel que la probabilité que X s’éloigne de
E(X) de n fois son écart type soit inférieure a 1 %.

corrections : http:/pierrelux.net

3) Quel constat peut-on faire ?

Ex 14-12 : Trouver un intervalle de fluctuation
Soit X une variable aléatoire d’espérance 10 et de variance 50.

1) Trouver un entier >0 , tel que P(|X—10/>8)<0,2

2 ) En déduire un intervalle de fluctuation au seuil de 80 %.

3 ) Déterminer un intervalle de fluctuation au seuil de 90 %.

Ex 14-13 : En langant 6 fois une piéce

On lance 6 fois une piece équilibrée .

Pour tout i€{1,2,3,4,5,6] ,onnote X; la variable aléatoire égale a 1 si
on obtient pile au i -éme lancer et 0 dans la cas contraire.

On note 56: X1+X2+ .. '+X6

1) Justifier que pour tout i€{1,2,3,4,5,6] , X; suit une loi de
Bernoulli, puis calculer E(X;) et V(X)) .

2) Endéduire E(S;) et V(S
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3) Comment aurait-on pu retrouver directement ce résultat ? Que représente
Sg ?

4) Déterminer un majorant de P(|S—3|>2), puis interpréter le résultat.

SG
5) On note MG:?

a) Que représente Mg ?

b ) Déterminer E(Mg) et V(M) .

1|1
c ) Calculer P(‘MG_E‘ZE)

corrections : http:/pierrelux.net

Ex 14-14 : En lancant 1000 fois une piéce : déterminer une taille d'échantillon

1) On lance 1000 de suite aléatoirement une piéce non truquée.
Montrer que 1’événement « la moyenne de FACE est strictement comprise
entre 0,45 et 0,55 » a une probabilité supérieure a 0,9

2 ) Combien de fois faut-il lancer une piéce non truquée afin d’étre certain a
99 % que la moyenne de FACE est comprise entre 0,45 et 0,55.

Ex 14-15 : Enquéte dans un ville : déterminer une taille d'échantillon

Dans une ville de 30000 habitants lors d’une consultation sur la rénovation
de la piscine municipale, 70 % des personnes consultées ont émis un avis
positif.

On interroge aléatoirement n (ou n € IN" ) personnes et on note X;
pour tout i€(1,2,...,n} lavariable aléatoire prenant la valeur 1 si la i

éme personne interrogée est favorable au projet et 0 dans le cas contraire.

1) Pour tout i€(1,2,...,n}, donner laloi de X, , puis son espérance et sa
variance.
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2)Onnote M, la moyenne empirique des variables aléatoires X; , ol
i€[1,2,...,n} .

a ) Déterminer une taille n d’échantillon afin d’obtenir pour M, une

précision de 0,05 et un risque de 0,1.

b ) De méme, déterminer une taille n d’échantillon afin d’obtenir pour M,
une précision de 0,01 et un risque de 0,05.
Interpréter ce résultat.

Ex 14-16 : Tester un dé : déterminer une taille d'échantillon

On aimerait savoir si un dé a six faces est truqué.

Pour cela, nous allons en particulier nous intéresser a 1’apparition du chiffre
«1»etonnote p laprobabilité d’obtenir « 1 ».

Onlance n (ou n € IN")foisle dé et on note M, la moyenne empirique
d’apparition du chiffre « 1 » et S, le nombre de fois ot I’on a obtenu 1 au
cours des n lancers.

1) Exprimer M, en fonctionde S, .

2) En déduire I’espérance et la variance de M, .

3) On suppose que le dé n’est pas truqué.

4) On lance le dé de I’expérience N fois et on obtient une moyenne de
0,15 . Que peut-on conclure ?

Ex 14-17 : 421

Une école organise un jeu pour financer un voyage.
Chaque participant doit verser 9 euros pour participer.
Le jeu consiste a lancer trois dés non truqués .

Si le résultat est un 421, il gagne 99 euros.

1) Déterminer la probabilité de faire un 421.

2)Onnote G; le gain algébrique du i -éme participant.
Donner la loi de G;, puis calculer son espérance et sa variance.

G,+G,+...+G,

3)Onpose M,= N

Soit d un réel strictement positif . Déterminer nlirfi P(Mn_E(Mn))Zé

4)Onnote X, lavariable aléatoire égale au gain algébrique de 1’école
apres la participation de n personnes.
a) Exprimer X, al’aide des variables aléatoire G;

b) Calculer E(X,) et V(X,)

5) On suppose que 200 personnes vont participer.
Donner une minoration de la probabilité que le gain algébrique de
I’association soit strictement compris entre 800 et 1600 euros.
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Simulation - Python
Ex 14-18 : Simulation d’une marche aléatoire

Une puce se déplace de maniere aléatoire sur une droite munie d’un repere
(0;7]).

=3 =2 < | 0 1 2 3 4 5

Au départ, elle se trouve a I’origine du repére et a chaque étape, elle se
déplace aléatoirement, soit d’un saut(+1) vers la droite, soit d’un saut (-1)
vers la gauche.

Aprés n sauts, on note D, le nombre de fois ot la puce a effectué un saut
vers la droite et X, 1’abscisse de la puce.

1) a) Déterminer la loide D, .

b ) Exprimer I’espérance et la variance de D, en fonctionde n .

¢ ) Exprimer X, en fonctionde n etde D, .

d ) Déterminer 1’espérance et la variance de X, .

2)a) Compléter la fonction X(n) écrite en python ci-dessous, afin qu’elle
simule la variable aléatoire X, .

1 |from math import *

2 | from random import *
3

4 | def X(n)

5 S

6 foriin range(............ )
7 A=

8 if a<

9 ). IR

10 else:

11 x=x+1

12| return(x)

13

b ) Compléter la fonction Moy(n,N) écrite en python ci-dessous, afin qu’elle
revoie la moyenne de X, suite a une simulation d’un échantillon de taille N
de X, .

14 | def moy(n,N):

15 S,

16| forjinrange(............ ):
17 S= e

18| return(............ )

19

¢) Lors d’une simulation de K échantillons de taille N de X, , on obtient K
moyennes : M;,M, ..., M.

Compléter la fonction propor(n,N,K,delta) écrite en python ci-dessous, afin
qu’elle revoie la proportion de moyennes supérieures en valeur absolue a un
réel delta donné, suite a une simulation K échantillons de taille N de X, .

20 | def propor(n,N,K,delta):

21| m=........

22| for k in range(K):

23 1 SR :
24 M=

25| return(............ )

3)a) On exécute 20 fois proportion(1000,100,1000,2)

26 |for i in range(20):

27| print(propor(100,100,1000,2))
On obtient :

0.05 0.039 0.054 0.05 0.036 0.043 0.04 0.049 0.05 0.036
0.055 0.048 0.045 0.047 0.053 0.04 0.047 0.042 0057 0.042
Interpréter les résultats obtenus.

b ) Dans un échantillon de taille 100, on note My, la moyenne des 100
valeurs prises par X,y .
Déterminer ’espérance  E(M,qy) et I’écart type 0 (M,q0) de M .

1
¢ ) Démontrer que pour toutrel 6>0 ,ona P(|M100|>6)<§

1

En déduire que P([M,,[>20 (Mwo))gz

d) Interpréter le résultat obtenu.
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LA FONCTION EXPONENTIELLE - 1’ESSENTIEL DU COURS

Définition et notation :

f'=fet floj=1

11 existe une unique fonction £, définie et dérivable sur R, telle que :

Cette fonction, notée exp, est appelée fonction exponentielle Attention -

il y a deux conditions

Notation e* : On conviendra de noter pour tout réel x :  exp(x)=e* ou e=exp(l) ~ 2,718
La fonction exponentielle est alors définie par
exp:R->R
Xr—e"
Propriétés algébriques : Pour tousréels aeth ,ona:
. ea+b:eaeb . easzi
On peut généraliser cette propriété a plusieurs nombres. e’
_ 1 : : F. na — (qaf
e ¢'%0 et e'=— . Si n est un entier relatif : e" = (e’
e

Lien avec les suites
géométriques :

Pour tout réel a , la suite (¢™) est une suite géométrique de raison € .

Outil de passage du discret au continu, la fonction exponentielle permet de modéliser de nombreuses évolutions
dans des domaines trés variés : calculs d’intéréts, dilution d’une solution, décroissance radioactive ...

Etude de la fonction
exponentielle :

La fonction exponentielle
croit trés vite
(par exemple : e~ 5x 10°")

Dans le langage courant, on
parle souvent de phénomeénes a
"croissance exponentielle", pour
indiquer que la croissance de ces
phénoménes est trés rapide.
C’est le cas en ce moment avec
la covid-19.

Représentation graphique :

Pour toutréel x , e¢">0 . La fonction exponentielle est strictement positive sur R

La fonction exponentielle est strictement croissante sur R.

Conséquences :

Pour tous réels a et b * au<bee'<e
b
* ag=bhoec'=ec e g>0oe'>1
b
* g<beoe'<e e a<0o0<e‘<l

- La courbe passe par les points de
coordonnées (0;1) et (1; ¢ )

- La courbe est enti¢rement située

http://pierrelux.net

au-dessus de I’axe des abscisses et ne le coupe jamais. 2
o lim e'=+0w o lim e¢'=0 ;
X =+ X ——00
-4 -3 2 Do i 2 3 }
- L’axe des abscisse est asymptote horizontale a la courbe en —oo
-1
e)ﬁ
. . Pour tout entier naturel 7, ona : lim — =+o0
Croissance comparée : ’ x> +w X"
T X —
« En prenant n=0, on retrouve M "=+
X +0
eX
o En prenant n=1, on obtient une limite importante lim — =+
x>+ X
Fonction du type Dérivée: f’(x)=u’(x)e"" (dérivable sur le méme ensemble que u )
(
flx)=e"™ :
—hx kx
R fk X+ ¢ 8k XH— e
Exemples importants :
k=05
&

Soit £ un réel strictement
positif.

-4 -3 -2 -1 [} 1 2 3 ]

Décroissance exponentielle

Croissance exponentielle
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I’alphabet grec en sciences

?) majuscules

minuscules

alpha

beta

gamma

delta

epsilon

zéta

éta

théta

iota

kappa

lambda

mu

nu

xi ou ksi

omicron

pi

rho

sigma

tau

upsilon

phi

chi ou khi

psi

S U IClalQM A oR|IE 2R |« D3 Ul |(0nR ™R

omega

http://pierrelux.net

Ne sont indiquées que les capitales utilisées en sciences . Les autres, identiques a des lettres de 1’alphabet latin, ne sont pas utilisées.

La lettre omicron, identique a notre lettre o, n’est pas utilisée en sciences.
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PYTHON - les instructions de base utilisées au lycée

http://pierrelux.net

Créer un programme

- On va a la ligne aprés chaque instruction.
- On peut séparer plusieurs instructions sur la méme ligne en les séparant par « ; »

Saisir une variable

11 existe aussi d’autres types numériques :

type long : Entier compris entre et —inf et 2 147 483 647

ou entre 2 147 483 648 et + inf

type complex : Nombre complexe

Pour connaitre tous les types e
https:/fr.wikiversity.org/wiki/Python/Les _types de base

- A=input("A=") si A est une chaine de caractére ( c’est le type par défaut)
type str : Chaine de caracteéres

- A=float(input("A=")) si A est un flottant
type float : Valeur spécifiée avec un point dans le programme (exemple : a=2.0 ) permettant une
approximation de nombre réel

- A=int(input("A=")) si A est un entier
type int : Entier compris entre -2 147 483 648 et 2 147 483 647 (codage sur 32 bits soit 4 octets)

Afficher

- print(A) affiche la valeur de la variable A
- print("Vive les maths") affiche le texte Vive les maths
- On peut aussi mélanger texte et variable : print("la valeur de A est ",A)

Affecter

B=A affecte la valeur A ou le contenu de la variable A a la variable B

Ecrire un commentaire

Les commentaires s’écrivent apres le signe #

Opérations élémentaires

division /
reste de division entiéere % (9%?2 donne 1)
quotient de division entiere // ( 9//2 donne 4 )

addition +
soustraction -
multiplication *
puissance **

Tester ...

==B (égal) A!=B (différenty A>B (supérieur) A<B (inférieur) A>=B (supérieur ou égal) A<=B (inférieur ou égal)

Et / Ou

AandB / AorB

Si ... Sinon Si ... Sinon

if condition C1 :
instruction Al
elif condition C2 :
instruction A2
else :
instruction A3

C’est le décalage vers la droite qui indique les instructions
faisant partie de la structure conditionnelle.

Il n’y a pas d’instruction de fin.

1l en est de méme pour for , while et def.

Boucle Pour

for iin range(1,n+1) :
instruction A

- for i in range(n): la variable i parcourt tous les entiers de 0 a n-1

- for i in range(m,n): la variable i parcourt tous les entiers de m a n-1
la variable i parcourt tous
les entiers de 1 an - for i in range(m,n,p): la variable i parcourt tous les entiers de m a n-1

avec un pas de p.

Boucle Tant que

while condition :
instruction A

Fonctions

Def exemple(a,b ...): a,b,... sont les arguments de la fonction exemple
instruction ... y=...

return(y) On peut aussi retourner plusieurs valeurs : return(x,y,z,...)

Insérer un module

Un module est une bibliothéque comportant un ensemble de fonctions.
Je présente ci-dessous les modules utilisés au lycée.

Opérations mathématiques : math

Toutes les fonctions du module math
https://www.afpy.org/dec/python/3.5/library/math.html

Nombres aléatoires : random
Toutes les fonctions du module random

https://docs.python.org/fr/3.5/library/random.html

Graphiques : pylab Bases du module pylab
http://matplotlib.free.fr/bases.html

from math import *
On peut aussi importer uniquement la fonction souhaitée : from math import sqrt
Le module math, contient les définitions de nombreuses fonctions mathématiques telles que sin, cos , tan ,sqrt, pi ...

from random import *

Le module random contient les définitions de nombreuses fonctions faisant référence au hasard telles que :
- uniform(a,b) qui retourne un nombre aléatoire compris entre a et b

- randint(a,b) qui retourne un entier aléatoire compris entre a et b

from pylab import *

Le module pylab contient de nombreuses fonctions graphiques, ce qui en fait un outil trés puissant pour créer des
graphiques scientifiques.

Ce module posséde aussi les fonctions usuelles du module math , il n’est donc pas utile d’importer aussi celle-ci
lorsqu’on utilise pylab. On peut aussi utiliser une version plus légére : matplotlib.pyplot. Mais celui-ci ne posséde
pas les fonctions du module math.

Listes et chaines de caractéeres

A=[] permet de définir la liste vide A
A.append(x) ajoute la valeur x a la liste (Si la liste était définie jusqu’au 10 éme terme, x sera le 11éme terme)

Longueur

Extraire

Concaténer

len(A) renvoie la longueur de la liste ou de la chaine de caractéres A

Alk] renvoie le k+1 éme élément de la liste ou de la chalne de caractéres A.
Attention A[0] est le premier terme de la liste.

"mathé "+"matiques" donne la chaine de caractéres "mathématiques"
[1,2,3,4]+[5,6,7,8] donne la liste [1,2,3,4,5,6,7,8]
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Quelques symboles mathématiques a connaitre

ot

http://pierrelux.net

fonction f* qui a x associe le
nombre f(x)

Attention, il ne faut pas utiliser la flecche —

(<]
]
(2]
Exemples
Symbole d'implication A=B A implique B Ce symbole est censé exprimer l'idée que A estvraie | X=2 = x'=4
Si A alers B entraine que B aussi.
B est nécessairea A
A est suffisant pour B
Symbole d'équivalence A<B A équivauta B 11 s'agit d'une implication dans les deux sens : x=2 ou x=-2
. . . B 2_
A ssi B A sietseulementsi B A implique B et B implique A < x'=4
Quantificateur universel | \7x | P(x] |Quelquesoit X ;pourtout X |Lapropriété P(x] estvérifiée pour tout x VxeR™ , x*+ 11 >0
X+
Quantificateur existentiel | Jx | P(x) Ilexiste X tel que... La propriété P (x| est vérifiée pour au moinsun x . | IxER, (x=2)(x=3]>0
Symbole d'appartenance | x€F X appartienta E Pour un ensemble E  donné, ce symbole signifie quil | A€d
X estélémentde E contient I'élément X . 2e]-3;5(
E contient X
Symbole de non- X€&E X n'appartientpasa F Négation de l'appartenance de X a FE . —5¢N
appartenance
Symbole d'inclusion ACB A estinclus dans B Pour deux ensembles A et B donnés, ce symbole |-2;5[<]-3;8]
A est un sous-ensemble de B | signifie que tous les éléments de A sont éléments de
A estune partie de B B.
B contient A
Symbole de non-inclusion | A¢* B A n'est pas inclus dans B Négation de I'inclusionde A dans B , clest-a-dire Q¢Z
qu'il existe au moins un élémentde A qui n'appartient
pasa B .
Ensemble vide 7} Ensemble vide Ensemble qui ne comporte aucun élément 13,1;5[N[5,2;+0[ =0
Singleton, paire, ’X} Singleton Xx Ensemble dont I'unique élément est X L’ensemble dzes solutions de
. P _ (5.5
ensembles finis X, y\ Paire X y Ensemble dont les seuls éléments sont X et Y I'équation x _4, est 5=(-2;2]
Accolades { ¥ ] E bl E ble dont 1 616 L’ordre n’est pas important.
(X1 X0 X, nsemble X, , X, .. X, nsemble dontles n éléments sont X, , X, - X, - | On aurait pu écrire [2;-2)]
Couple, Triplet, (x, y | Couple x Yy Représentation d'une collection d'objets occupant Le point de coordonnées (5;7)
n-uplet (x 7) Triplet X 7 chacun une place précise, au sens ol contrairement a n’est pas le point de coordonnées
N Vs P y un ensemble finis, 1'ordre et la répétition des objets n'est | (7;5] .
Parentheses (...) [x1, X x,) n-uplet X, , X, ... X, pas anodine.
Réunion AUB A union B Ensemble contenant les élémentsde A ou B et |-7;8]U[-3;10[=]-7;10]
Réunionde A et B seulement ceux-la.
AUB Les éléments en commun a A et B sont dans la réunion.
ANB On dit que le ou mathématique est inclusif.
Intersection X A inter B Ensemble contenant les éléments en communs de A ]=7;8]n[-3;10[=[-3;8]
B Intersectionde A et B et B et seulement ceux-1a.
ANB
Somme i Somme de i=1 a i=n Onavancede 1en 1, c’estadire: 1,2,3,45 ...,n 27: 2 m3aale52ee 7
i=1 i=3
Association fix — flx) fix — X2

IN est I'ensemble des nombres entiers naturels.

Z est I'ensemble des nombres entiers relatifs (ou nombres entiers)

IN={0;1 2,3

e

D est I'ensemble des nombres décimaux. (nombres s'écrivant n x 10 P avec 7 et p dans Z)

Q est 'ensemble des nombres rationnels. (nombres que 1'on peut écrire sous la forme

1;0,1;2:3;..)

2 , pétant un nombre entier et ¢ un entier non nul)

On appelle nombre irrationnel tout nombre que I'on ne peut pas écrire sous la forme 2 , p étant un nombre entier et ¢ un entier non nul.
q

IR est I'ensemble des nombres réels, c'est a dire qui sont soit rationnels, soit irrationnels.

IN" est ’ensemble des entiers naturels privé de 0.

IR" est I’ensemble des réels privé de 0.
IR™ est I’ensemble des réels strictement positifs. IR

R-[2|

R—(2;5,2] ou R\[2

5,2

IR™ est I’ensemble des réels positifs. IR”

ou R\ (2] est I’ensemble des réels privé de 2

NcZcDcQclR

est I’ensemble des réels privé de 2 et 5,2

est I’ensemble des réels négatifs.
est I’ensemble des réels strictement négatifs.
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