CALCULS DE DERIVEES : RAPPELS ET COMPLEMENTS

1) FONCTION DERIVABLE - NOMBRE DERIVE : RAPPELS

Soit f une fonction définie sur un intervalle ou sur une réunion d’intervalles deux a deux disjoints et a€ D .

Définition : Nombre dérivé

Dire que la fonction f est dérivable en a et que le nombre dérivé de f en a estle réel L, revient a dire que le taux de variation de f en a,
fla+hl—fla)

P — , admet pour limite finie Z quand / tend vers 0.

Le nombre dérivé estnoté f '(a), etona: f ’(a)ZIimf(a%)_f(a)
h—0

Soit M le point de C, d’abscisse a+ h. o]
fla+h)—f la)
h

Le coefficient directeur de la droite (AM ) est :

fla+h) «
Géométriquement, la tangente a C, au point 4 se congoit comme la droite « position limite »
des sécantes (AM ) lorsque M tend vers A4 en restant sur la courbe.

Si f est dérivable en «a, la « position limite » de ces sécantes a pour coefficient directeur f '(al,
et passe par 4.

fia) o

Propriété ; Equation de la tangente

Si f est dérivable en a, la courbe C, admet au point 4 (a ; f (a)) une tangente T de coefficient directeur f '(a).

Une équation de la tangente en ce point est: y=f *(a)(x — a)+ f (a).

Cas particuliers importants :

e Si f'la)J=0, C,admet au point d'abscisse « une tangente paralléle & I'axe des abscisses (horizontale) d'équation y= f (a).

Si lim f (a+h)— ['(a)
h

h—0

=+ (ou — ), fn'estpas dérivable en @, mais C, admet une tangente verticale d'équation x =a.

Définition : Fonction dérivée

On dit qu’une fonction f est dérivable sur un intervalle / ( / < D, ) si pour tout x appartenant a /, le
nombre dérivé de f en x existe.

La fonction dérivée de f sur / est la fonction, notée f ', qui, a tout x de /, associe le réel 1 [x). Par abus de langage, on dit que

f "est « la dérivée de f »
Cette définition s’étend a une réunion d’intervalles disjoints.

Propriété :

Soit f une fonction définie sur un intervalle / et a est un réel de /.

Si f est dérivable en a, alors f est continue en a.
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2) DERIVEE ET SENS DE VARIATION : RAPPELS

Propriété :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle /.
« Si f estcroissante sur /, alors pour tout x de 7, f '(x)>0.
o Si f estdécroissante sur 7, alors pour tout x de 7, f '(x)<0.

o Si f estconstante sur /, alors pour tout x de 7, £ '(x)=0.

Propriété :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle /.
o Sipourtout x de I, f ’(x)>0,alors f est croissante sur /.
o Sipourtout x de /, f'(x)<0,alors f est décroissante sur /.

o Sipourtout x de /, f '(x)=0, alors f est constante sur /.

Remarques :

o Siladérivée f ’ est strictement positive sur /, sauf peut-étre en un nombre fini de réels ou elle s’annule, alors f est strictement croissante sur / .

o Siladérivée [ ~ est strictement négative sur /, sauf peut-étre en un nombre fini de réels ou elle s’annule, alors f est strictement décroissante

sur /.

Propriété :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert / et ¢ unréel de /.

Si f admet un extremum local en ¢, alors f '(c]=0

Conséquences graphiques:
Ona f '(c)=0, ainsi le coefficient directeur de la tangente & C; en C est nul.
La tangente est horizontale.

Propriété :

y=fidl~

/

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert / et ¢ un réel de /.

Sila dérivée f ’s’annule en ¢ en changeant de signe, alors f (c) est un extremum local de £ sur /.

3) FORMULES DE DERIVEES

DERIVEES DE QUELQUES FONCTIONS DE REFERENCE

Fonction f Fonction dérivée f’ Ensemble de dérivabilité

fix— klkeR] flix—0 R
fix— ax+b flix— a R

fix—Vx frix e 1 J0;+ o]

- 2Vx Cette fonction n'est pas dérivable en 0

fix—x" n#0, neN flixeo px"! IR si n>0

R’ si n<0
f:xH e’ fr:x'_)ex R
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OPERATIONS SUR LES FONCTIONS DERIVABLES

Soit u et v deux fonctions dérivables sur / ( / représente un intervalle ou une réunion d’intervalles disjoints ) et & un réel, alors :
o Les fonctions k-u , u+v et u-v sont dérivables sur / et:

(k-u)’=k-u’ N (u+v)’=u’+v’ et (u-v)’=u"v+u‘v’

. \ . 1 u L.
. Si pour tout réel a de 1, v (a)# 0, les fonctions > et > sont dérivables sur / et:
1\,__v’ u\,_u"v=v'u
v v: 2 \y v? ’

POLYNOMES ET FONCTIONS RATIONNELLES

¢ Toute fonction polyndme est une somme de fonctions dérivables sur R, donc est dérivable sur R.

«  Toute fonction rationnelle (quotient de deux polynomes ) est dérivable sur son ensemble de définition.

DERIVEE DE f : x —g [ax +b)

Soit a et b deux réels et g une fonction dérivable sur un intervalle /.
Pour tout réel x, tel que a x +b € I, la fonction f définie par f (x)= g (ax + b) est dérivable , et ona :

f(x)=ag "lax+b)

DERIVEE DE /u

Soit # une fonction strictement positive et dérivable sur un intervalle / . Alors la fonction f définie sur / par f (x)=u [x] est
dérivable sur [ , et pour tout x €/, ona:

)_ u ()C)

2

frlx

5

DERIVEE DE

Soit u# une fonction dérivable sur un intervalle / . Alors la fonction f définie sur I par f (x)= [u (x)]2 est dérivable sur [ , et pour
tout x€/ ,ona:

fx)=2u"(x)ulx)

DERIVEE DE ¢*

ulx|

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle 7 . Alors la fonction f définie sur [ par f(x)=¢"" est dérivable sur / , et pour tout

x€l,ona:
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