LES NOMBRES COMPLEXES : POINT DE VUE ALGEBRIQUE

1) DEFINITION — FORME ALGEBRIQUE

Définition :

On appelle corps des nombres complexes, et on note C un ensemble contenant R tel que :

. Ilexiste dans C un élément noté i tel que *=—1.

. Tout élément de C s'écrit sous la forme a+bi ,ou a€R et beR.

. C est muni d'une addition et d'une multiplication qui prolongent I'addition et la multiplication de
IR, et qui suivent les mémes régles de calcul.

Un nombre complexe sera souvent
représenté par la lettre z.

Nombres complexes particuliers :

Soit un nombre complexe z=a+bi avec a€R et bER .
. Sib=0,ona z=a, zestunréel. (R estcontenu dans C )

. Sia=0,ona z=bhi, onditque z estunimaginaire pur (on dit parfois simplement imaginaire).

Remarques :
« IR correspond a I'ensemble des points sur une droite. Un nombre réel x correspond au point d'abscisse x sur la droite.
On peut donc toujours comparer deux nombres réels :
si x et y sont des réels, on a nécessairement x < y ou y < x (Le point d'abscisse X se trouve, sur la droite, "avant" ou "aprés" le point d'abscisse )

. C ,ensemble des nombres a+bi avec a€lRet bERR correspond a I'ensemble des points d'un plan.
Un nombre complexe a+bi avec a€Ret bR correspond au point du plan de coordonnées (a ; b).
On ne peut donc pas comparer deux nombres complexes : il n'y a pas de relation d'ordre dans C .
On ne peut donc pas dire qu'un nombre complexe z est inférieur & un nombre complexe z ' ou qu'un nombre complexe z est positif.

I3

Propriété :

L'écriture d'un nombre complexe sous la forme z =a+bi ,ou a€R et hEIR, est unique.

Preuve :

Considérons un nombre complexe z s'écrivant de deux fagons: z=a+bi et z=a'+b'i, aveca, b ,a’, b’ réels.
Onaalors a+bi=a'+b'i etonendéduit a—a’' =ilb'—b)

a—a'

b'—b ’

a—a'

b'=b

On ne peut donc pas avoir b#b ', ce qui signifieque b=5b".

Alors b'—b=0 etcommeonsaitque a—a'=i(hb'—b),onendéduit a—a’'=0 clest-d-dire a=a’.

On adoncobtenu a=a’' et b=5b". Les deux écritures de z sous la forme a+bi et a'+5b'i sont donc identiques.

Supposons que bh#b ', on aurait alors =

Ceci n'est pas possible puisque i €R alors que €R

Définition :
Soit un nombre complexe z. Remarques :
L'écriture z=a+bi , ou a€RR et bEIR, est appelée forme algébrique du nombre complexe z. o La partic réelle de z est un nombre réel
a est appelé partie réelle de z, et b partie imaginaire de z. o La partie imaginaire de z est un nombre. réel
Onnote a=%Relz) et b=Tm(z).

Propriété :

Deux complexes sont égaux si et seulement si ils ont méme partie réelle et méme partie imaginaire.
C'est-a-dire quesi a, b, a’, b’ sontdesréels, ona
atbi=a'+b'i < a=a'etb=b'

Preuve :

" réels.

Soit z et z ' deux nombres complexes: z=a+bi et z'=a'+b'i,avec a,b,a’, b
Onaalors a=Relz) , a'=Relz'), b=TIm(z)et b'=Im|z’)
Siz=z"',alors a+bi=a'+b'i etcomme la forme algébrique d'un nombre complexe est unique, on en déduitque a=a' et b=>0"

Donc z et z ' ont la méme partie réelle et la méme partie imaginaire.

Réciproquement :
Si z et z ' ont la méme partie réelle et la méme partie imaginaire, alors a=a ' et b=5b"'
et par conséquent a+bi=a'+b'i, clest-a-dire z=z"'
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Exemple: Soit z =2+3i et z'=i—5 . Calculer et écrire sous forme algébrique :

r— r—

z+z" = z—z =

2z=-3z'= z-z'= z' =

2) DIVISION

Propriété :

L 1
Tout nombre complexe non nul z admet un unique inverse noté — .
z

Preuve :

On pose z=x+iy

. 1 o Xy
Existence : On considére le nombre complexe Zz = 2y 2
X +y

>

Ona : 2z =
Donc z’ estbienun inverse de z .

>

Unicité : On considére z~ un autre inverse de z .

Ona: (z7—z")z=

> 1

Comme z#0 ,onaforcément z”—z'=0 etdonc z"=z’

3) CONJUGUE

Définition :

Soit z un nombre complexe de forme algébrique a + bi .
On appelle conjugué de z le nombre complexe noté z tel que z=a—bi .

Exemple : Soit z=3+5; et z'=—2+3i . Calculer:

zZ= z'= ztz'= z+z'=
—
z+z"'= z-z = zz '= zz ' =
Propriétés :
z+zZ z—Z
Pour tous nombres complexes z et z ', ona: . Relz) = ; Jmlz) = -
5= 2 2i
. z-z est un réel positif
P s4L=! o o l==_="' [ = 5! =n — _n * . Sm(z):o A ZEIR@Z:7
ez4z'=z+z'; z—z'=z-2'; zz'=2z.2'"; Z"=2Z7" ( nelN)
. 1 1 zZ z . _ . ..
. Siz'#0 —=— ; === . Relz)=0 o z€iR e z=-7z (zestunimaginaire pur)
zZ z z z
Preuve :

Soit les nombres complexes écrits sous la forme algébrique : z=a+bi etz'=a'+b'i .
. Z=q—bi donc Z=a+bi=z

z=|

[\
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z+z'=a+bi+a'+b'i=la+a'l+b+b )i

z—z'=a+bi—la'+b'i)l=la—a')+b-b")i.

Comme (a —a ') et (b —b ') sontdes réels, onobtient: z —z '=la—a')+b-b')i=a—bi—a'+b'i=z—Z"'

zz'=(a+bi)(a'+b'i)=aa'+ab'i+a ' bi+bb'i* =(aa'—bb')+(ab'+a 'b)i
Comme (aa’'—bb') et (ab'+a'b) sont des réels, on obtient : zz '=(aa'—bb')—(ab'+a 'b)i

Dautre part z-z '=la—billa’'—b'il=aa'—ab 'i—a' bi+bb "i*=laa'— bb —lab'+a'bli=zz'

z" = 7" se démontre facilement par récurrence en utilisant zz ' = z.z' exigible

Siz' %0 1 _ 1 _ a'=b'i _a'=b'i__ a’ n =b' ;
: oz a'+b'i la'+blilla’=b"il a”+b” a”+b” (a”+b")

’ ’

a , .
Comme 2 S et 2 > sont des réels, on obtient :
a'"+b a'"+b

1 a’ . b’
Z’_a'z-i-b’zﬂa/z-i-b'2

1 _ a'+b'i _a'+b'i _  a’ b' i=
ar_bfi (av_bll-)(a!_,r_b!l') al2+blz a;2+b,2 ay2+b,2

1 1
D'autre part z'=a'—b'i, donc = z'

. z
Siz'#0, —=
z
z+z_ zZ—Z _
2 2i
z=zZ &
z=—z <

Remarque : La propriété z-z€R™ sera utile pour trouver les formes algébriques d'inverses et de quotients.

Exemples : M¢thode de I’expression conjuguée

L’inverse de 1—i est:

4) LA FORMULE DU BINOME DE NEWTON

Propriété : binome de Newton

Soit a et b deux nombres complexes. Pour tout entier naturel 7 ,ona:

n

(a+b)"=z (Z)akb"#‘

k=0
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Preuve :

n

Onnote P(n) :« la+b)"=)] (Z)akb"_k » , pour n€N

k=0

Initialisation :

0

Pour n=0,ona: (a+b)°=1 et Z (O)akbo'k:(o)aob():l
= \k 0

Donc P(0) est vraie.

Hérédité :

Supposons P(n) vraie pour un entier naturel n fixé, c’est a dire (a+5)" z ( ) a*b"* (HR)

+1

Montrons que P(n+1) est vraie, c’est a dire (a+b)""'= Z(””) a" pmr
0

Ona: (a+b)"'=(a+b)(a+b)" = (a+b)i (Z)akb"’k (d’aprés HR)

k=0
n
1 k g n—k kpn—k
Ainsi (a+b)"™ —az a'p" b et p
k
n
k+1 — k +1-k
= ( b" + Z ( ) b" On rentre a et b dans les sommes ( on développe )
k=0 _ k=0 — —
On coupeTa somme en deux en isolant le duﬁmr\u‘rn* On coupeTa somme en deux en isolant cprum‘cr‘%
1
— n+l n+1+0
\Znak+1bnk+() b}i‘nab z bnd—l/kw
=k n k=1 -

| _
oy (7)) gk prtik
k—=1) \k

——Tgalitétilisée dans le triangle de Pascal

aobn+l 4 i@;ﬁakbnﬂk

~—_—
S
=)
+
—_—
S
—_
~_—

k=1 \_K
_ + +1 ;0
n+1 aFprE N (n l)a" X
k n+l
Premier terme ( 4=0 ) Dernier terme ( k=n+1)
n+1
_ Z (n+ 1 )akbnn—k
k=0 k

Donc P(n+1) est vraie

Conclusion :

On en déduit que pour tout entier naturel 7 ,ona (a+b) ZZ ( ) a“'b*

Exemple :

(1+if'=
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