PGCD — NOMBRES PREMIERS ENTRE EUX

1) PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR : PGCD
A) DEFINITION - PROPRIETES

Propriété — Définition :

Soit a et b deux entiers naturels non nuls.
Un entier naturel qui divise a et qui divise b est appelé diviseur commun a a et b.

L'ensemble des diviseurs communs a a eta b posseéde un plus grand élément que 1'on appelle le plus grand commun diviseur de a et b,

on le note PGCD(a ; b).

Preuve :

Soit a et b deux entiers naturels non nuls . Considérons l'ensemble D(« ; b), ensemble des diviseurs communs a a et b.
Le nombre 1 est un diviseur commun a a et b.

D(a ; b) est donc une partie non vide de IN.

De plus on sait que tout diviseur commun a « et b sera inférieur ou égala aeta b.

Donc D(a ; b) est une partie finie de IN.

D(a ; b) a donc un plus grand élément que 1'on peut obtenir en rangeant dans 'ordre croissant (ou décroissant) les éléments de D(a ; b).

C'est ce plus grand élément de D(a ; b) qui est not¢é PGCD(a ; b)
Exemples :

Dans IN I'ensemble des diviseurs de 15 est {1;3;5;15} etl'ensemble des diviseursde 12 est {1;2;3;4;6;12}
L'ensemble des diviseurs communs a 12 et a 15 estdonc D(12; 15)= {1 ; 3} . On aalors PGCD(15 ; 12)=3

Remarque :

a étant un entier naturel, I'ensemble des diviseurs de a est égal a 'ensemble des diviseurs de -a.
On pourra étendre, si besoin est, la notion de PGCD a des nombres entiers relatifs.
On dira par exemple que PGCD(-15 ; 12) =PGCD(15;12)=3

Propriétés :
Soit a et b deux entiers naturels non nuls.
. PGCD(a; b) <a . Sibdivisea,ona PGCD(a;b)=0b
PGCD(a; b) <b . PGCD (a;1)=1
. PGCD(a ; b) =PGCD(b ; a) . PGCD (a;a)=a

Preuve :
a étant un entier naturel, on sait que tous les diviseurs de a sont inférieurs ou égaux a a.
PGCD(a ; b) est un diviseur de a, donc PGCD(a ; b) <a
On montre de méme que PGCD(a ; b)) <b

. Il est immédiat que les diviseurs communs & a et b, sont aussi les diviseurs communs & » et a . Donc PGCD(a ; b)) =PGCD(b; a)

. Sibdivise a, alors b est un diviseur de a . Mais b est aussi un diviseur de b
Donc b est un diviseur commun a a et b.
PGCD(a ; b) étant le plus grand des diviseurs communs & a et b,onadonc PGCD(a;b)>b.
Or on a vu précédemment que PGCD(a ; b) <b
On en déduit: PGCD(a ; b)=b

En prenant b= 1, et comme 1 divise a,ona PGCD(a; 1)=1 (résultat qui est par ailleurs évident)

En prenant b = a, et comme a divise a, ona PGCD(a ; a)=a (résultat qui est par ailleurs évident)

Exemple :
6 est un diviseur de 18 donc PGCD(6; 18) =6

B) ALGORITHME D’EUCLIDE

Propriété : Lemme d’Euclide

Soit a et b deux entiers naturels non nuls.

Soit g et r le quotient et le reste de la division euclidienne de a par b.
Sir=0, PGCD(a;b)=0>
Sir#0, PGCD(a;b)=PGCD( ;)

Preuve :
a et b sont deux entiers naturels non nuls . g et 7 sont le quotient et le reste de la division euclidienne de a par b.
Onaalors a=bxg+r avec gelN , r elN et 0<r<b

Sir=0, alors a=bxq avec geIN ,donc bdivisea et parconséquent PGCD(a ; b)=b

Sir=0,
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- Considérons d un diviseur commun a a et b.On peut écrire r=a-b xgq
Comme d divise a et b, on en déduit que d divise .
Donc d estun diviseur commun a b et r. Onadonc D(a;b)cD(b;r)
- Considérons d un diviseur commun a b et r.
Onsaitque a=bxq+r
Comme d divise b et r, on en déduit que d divise a
Donc d estun diviseur commun a a et b. Onadonc D(b;r)c D(a;b)

On a donc démontré que D(a; b)=D(b ; r)
Le plus grand élément de D(a ; b) est donc aussi le plus grand élément de D(b ; r), c'est-a-dire  PGCD(a ; b) = PGCD(b ; r)
Exemple :

Pour trouver le PGCD de 2414 et 804, on peut écrire la division euclidienne de 2414 par 804 : 2414 =804 x3 +2
On en déduit alors PGCD(2414 ; 804) = PGCD(804 ; 2)
Il est immédiat que PGCD(804 ;2) =2 (car 2 divise 804) . On en déduit donc PGCD(2414 ; 804) =2

Propriété : Algorithme d’Euclide

Soit a et b deux entiers naturels non nuls.

On définit la suite r,, d'entiers naturels de la fagon suivante :
ro=>b ; ryestlereste de la division euclidienne de a par b
Pourn>1 : -sir,=0 alors Tyt1 =0

- sir,# 0 alors r, estlereste de la division euclidienne de r,,_1 par r,,

"n

Alors il existe un entier ng tel que 1, . #0 et pourtoutn>ngy , r,=0

Ona PGCD(a; b)= o

0

Preuve :

Soita et b deux entiers naturels non nuls.

Supposons que pour tout entier #, on a ' # 0

Alors pour tout entier n, ;.| est le reste de la division euclidienne de r,,_1 par r,

D'apres I'encadrement du reste dans une division euclidienne ona  r, | <t,

On aalors : ri<rg = ri<b=r<b-1 et rn<r = rnpsr-1 = r<bh-2
On pourrait alors démontrer par récurrence que, pour tout nn, r, <b-n

Onauraitalors rp 1 <b-(b+1) clest-a-dire rp | <-1 cequiestabsurde puisque rp; | € IN
Il existe donc un entier n tel que r, =0

n

Considérons I'ensemble E des entiers 7 tels que 7, =0
Cet ensemble est une partie non vide de IN.. Elle a donc un plus petit élément nj .

On a donc "ny = 0 et d'apres la définition de la suite () il est immédiat que r,, =0 pour tout n 2 n;
Posons np=ny -1

Puisque 711 est le plus petit €lément de E, ny ¢ E donc

rnO;tO

Deplussin>ng ona n>ny et parconséquent 7, =0 .On endéduitque r, =0 pour toutn tel que n>ng
On a vu que lorsque 7 est le reste non nul de la division euclidienne de @ par b, on a PGCD(a ; b) = PGCD(b ; r)

En utilisant cette propriété avec les €léments de la suite (7)) pour n < n( on peut écrire :

PGCD(a ; b) = PGCD(a ; ) = PGCD(r(y ; 1) = PGCD(ry 5 19) = ... = PGCD(rnO 1 rnO)

Comme de plus 7, 0t1 " 'n

On a alors obtenu  PGCD(a ; b) = 7,

est divisible par r,, . et donc PGCD(r

= 0, cela signifie que r no.1° r”O) =T

n0-1 0

0

Remarque :

En effectuant ainsi des divisions euclidiennes successives : de a par b, puis du diviseur par le reste, ... le premier reste non nul est le PGCD de a et
de b. C'est l'algorithme d'Euclide . Suivant les nombres a et b, le nombre d'itérations a effectuer peut étre plus ou moins grand.

Sachant que PGCD(a ; b) = PGCD(b ; a) on aura toujours intérét a prendre b <a

Exemple :
Pour déterminer le PGCD de 410258 et de 126 écrivons les Pour déterminer le PGCD de 15648 et de 657 écrivons les
divisions euclidiennes successives : divisions euclidiennes successives :
410258 =126 x 3256 +2 15648 = 657 x 23 + 537
126=2x63+0 657=537x1+120
537=120x4+57
Donc PGCD(410258 ; 126) =2 120=57x2+6
57=6x9+3
6=3x2+0
Donc PGCD(15648 ; 657) =3
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C) CONSEQUENCES DE IL’ALGORITHME D’EUCLIDE

Propriété :

Soit a et b deux entiers naturels non nuls.
L'ensemble des diviseurs communs a a et a b est I'ensemble des diviseurs de leur PGCD.

Preuve :

a et b sont deux entiers naturels non nuls . On note D = PGCD(a ; b)

Soit d un diviseur de D.

d divise D et D divise a, donc d divise a

d divise D et D divise b, donc d divise b.

Donc d est un diviseur commun a a et b.

On en déduit que tout diviseur du PGCD est un diviseur commun a a et b.

Soit d un diviseur commun a a et b. (on peut supposer que b < a)
- Si b divise a, alors PGCD(a ; b) = b, donc D = b, donc d divise D

- Si b ne divise pas a.
Ecrivons la division euclidienne de @ par b, a=bxq+r avec 0<r<b
Ona D=PGCD(a;b)=PGCD(b;r)
- Si rdivise b, alors D=PGCD(b ; r)=r,
D'autre part puisque d divise a et b, alors d divise r=a - b x g, donc d divise D

- Si r ne divise pas b, on peut alors recommencer l'opération.
Or, d'apres l'algorithme d'Euclide, on obtiendra D =PGCD(r,,_q ; ;)

avec r, le dernier reste non nul, c'est-a-dire avec r, diviseurde r,,_| . Donc D=r,

A chaque étape on pourra écrire que d divise r; et par conséquent d divise r,, .

On aura donc démontré que d divise D.
On en déduit que tout diviseur commun a a et b est un diviseur de leur PGCD.
L'ensemble des diviseurs communs a « et a b est 1'ensemble des diviseurs de leur PGCD.

Propriété : Homogénéité

Soit a , b et k trois entiers naturels non nuls.
PGCD( ka ; kb) = k PGCD(a ; b)

Preuve :
Sia=bqg+ravecO0<r<b,alorska=kbq+kravecO0<kr<kb(carke IN)
Donc kr est le reste de la division de ka par kb d’apres I'unicité de I’écriture.

En utilisant les notations de 1’algorithme d’Euclide et multipliant chaque membres des égalités par k, on obtient :

PGCD( ka ; kb) =PGCD( kb ; krg)= ... =k r,=kPGCD(a ; b)

2) NOMBRES PREMIERS ENTRE EUX

Exemple :
. s . L . 1223
On voudrait savoir s'il est possible de simplifier la fraction 7

Pour cela on peut déterminer le PGCD de 1223 et 717. On trouve PGCD(1223 ;717) = 1.
Par conséquent les nombres 1223 et 717 n'ont pas de diviseur commun autre que 1 (et -1).
On dit que ces deux nombres sont premiers entre eux.

La fraction ne peut pas étre simplifiée. On dit que c'est une fraction irréductible.

Définition :

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls.
On dit que a et b sont premiers entre eux si leur PGCD est égal a 1.

Remarques :
. Deux nombres sont donc premiers entre eux s'ils n'ont d'autres diviseurs communs que 1 et -1.

On dit aussi que a est premier avec b, ou que b est premier avec a.

On dit aussi parfois que a et b sont étrangers.

Rappel :
On dit qu'un entier naturel non nul p est premier si ses seuls diviseurs dans IN sont 1 et p.
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Propriété :

Soit a un entier relatif non nul.
Si p est un nombre premier qui ne divise pas a, alors PGCD(a ; p) = 1, c'est-a-dire que a et p sont premiers entre eux.
(Si p est un nombre premier, p est premier avec tout entier qui n'est pas un de ses multiples)

Preuve :
p est un nombre premier, donc dans IN I'ensemble des diviseurs de p est {1 ; p} .
Puisque p ne divise pas a, p n'appartient pas a l'ensemble des diviseurs de a.

Donc dans IN, le seul diviseur commun a p eta est 1 et PGCD(a ; p)=1.

Exemple :
Démontrons que la fraction %8366 est irréductible.

La division euclidienne de 18866 par 13 peut s'écrire 18866 = 1451 x 13 +3 . Donc 18866 n'est pas divisible par 13.
Comme 13 est un nombre premier, on en déduit que 18866 et 13 sont premiers entre eux, c'est-a-dire que la fraction est irréductible.

Propriété :

Soit a et b des entiers relatifs non nuls.
. a b . . .
Si D =PGCD(a ; b), alors D et D sont des entiers relatifs non nuls premiers entre eux.

(il existe a’et b' deux entiers relatifs non nuls premiers entre eux tels que a =Da’ et b=Db’ )

Preuve :

D =PGCD(a ; b) alors D divisea et D divise b.
On en déduit qu’il existe a’ et b’ deux entiers relatifs non nuls tels que a=Da' et b=Db'.

a b . .
Donc D et D sont des entiers relatifs non nuls.

. .. . b b “ "

Soit d € IN un diviseur commun a a et — , alors a =da" et —=db" avec a"e Z et b"e Z
D D D D

Ainsi a=dDa" et b=dDb",

Donc dD est un diviseur commun a a et b.

Comme D est le PGCD de a et b, on en déduit que d =1 et que % et % sont premiers entre eux.

3) THEOREME DE BEZOUT

Théoréme de Bézout :

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls.

a et b sont premiers entre eux si, et seulement si, il existe deux entiers relatifs u et v tels que au + bv=1.

Preuve :

. Supposons qu'il existe deux entiers relatifs u et v tels que au + bv = 1.
Soit D le PGCD de a et b, alors D divise a et D divise b, donc D divise au + bv . Donc D divise 1. Donc D=1.
On en déduit alors que a et b sont premiers entre eux.

. Supposons que a et b sont premiers entre eux.
Considérons I'ensemble E des entiers naturels non nuls de la forme au+bv avecue Z et ve Z
E n'est pas vide (E contient a ou -a, E contient b ou -b, E contient 2a + 3b ou -2a - 3b ...), donc E a un plus petit élément m.
On peut écrire m=auy +bvy avecuje Z etvie Z .

Ecrivons la division euclidienne de a parm: a=mg+r avec reIN et 0< r<m.
Ona alors:  a=(auy+bv))g+r = r=a-(auy+bv))g => r=a(l-u;q)+b(-viq)

Donc r est un entier naturel de la forme au-+bv avec ue Z et ve Z  etdautre part r<m.
Comme m est le plus petit élément de E, on en déduit que » = 0, c'est-a-dire que a est divisible par m.

De méme on démontrerait que b est divisible par m.

Donc m est un diviseur commun a a et b.

Comme a et b sont premiers entre eux, on en déduit que m = 1.
Onadonc 1=au)+bv; avecuje Z etvie Z

Remarque : Le théoréeme de Bézout est particuliérement intéressant pour travailler sur des expressions littérales ou sur des grands nombres.
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Exemple :

En utilisant 1'algorithme d'Euclide démontrons que 383 et 127 sont premiers entre eux et déterminons des entiers relatifs u et v tels que 383u + 127v =1

Pour déterminer u et v, l'idée est d'exprimer le 1 qui apparait comme reste
de la derniére division en fonction des nombres 383 et 127.

On peut écrire 383=127x3+2 (1) D'apres I'égalité (1), on peut écrire  2=383—127X3

et 127=2x63+1 (2) D'apres I'égalité (2), on peut écrire  1=127—-2X63  (3)
En remplagant 2 par 383 - 127 x 3 dans I'égalité (3), on obtient :
1=127-[383-127 x 3] x 63

=127-383x 63 +127 x3 x 63

=127(1 +3 x 63) - 383 x 63
Donc PGCD(383 ; 127) =1 c'est-a-dire que 383 et 127 sont premiers =383 x (-63) + 127 x (190)
entre eux.

On peut donc prendre u =-63 et v=190.

Le couple (u ; v) d'entiers relatifs n'est pas unique, on peut vérifier que les couples (64 ;-293) et (-317 ; 956) répondent aussi a la question.

Propriété :

Soit a , b des entiers relatifs non nuls et D un entier naturel non nul . Les propositions si-dessous sont équivalentes :
. D =PGCD(a ; b)

a b . . .
D et ) sont des entiers relatifs non nuls premiers entre eux.

. a=Da' et b=Db' a'etb’'étant deux entiers relatifs non nuls premiers entre eux.

Preuve :

Soit a , b des entiers relatifs non nuls et D un entier naturel non nul.

. a b . . .
On a déja vu que si D = PGCD(a ; b), alors D et D sont des entiers relatifs non nuls premiers entre eux.
a b . . .
. Supposons que D et D sont des entiers relatifs non nuls premiers entre eux.

. a b . . ..
Puisque D et D sont des entiers, D divise a et D divise b .

Soit g =PGCD(a ; b).
D divise a et b, donc D divise g etdonc D<g.
a

u+ v=1,c'est-a-dire D=au + bv .

, a b . S . . b
D'autre part D et D sont premiers entre eux, donc il existe des entiers relatifs u et v tels que D

D
Mais g étant le PGCD de a et de b, g divise a et b, donc g divise au + bv donc g divise D, donc g <D.
On a donc finalement g=D, c'est-a-dire D =PGCD(a ; b)

On a donc démontré 1’équivalence des deux premiéres propositions.

. L’équivalence des deux derniéres propositions est immédiate.

Théoréme de Bézout généralisé : Caractérisation du PGCD

Soit a , b des entiers relatifs non nuls et D un entier naturel non nul .
D =PGCD(a ; b) si et seulement si D divise a et b ets’il existe deux entiers relatifs u et v tels que au + bv=D.

Preuve :

SiD =PGCD(a ; b), alors D divise biensir a et b .

Il existe a'et b’ deux entiers relatifs non nuls premiers entre eux tels que « =Da' et b=Db'.
D’aprés le théoréme de Bézout, il existe deux entiers relatifs u et vtelsque au+b'v=1.
Onaalors: Da’u+Db'v=D = au+bv=D

Réciproquement on suppose que D divise a et b et qu’il existe deux entiers relatifs u et v tels que au + bv=D.
Soit D’ un autre diviseur commun a a et b ,alors D’ divise au + bv et donc D.
On en déduit que D = PGCD(a ; b)

Remarque :

La condition D divise a et b est importante . Par exemple 7=4X1+3X1 , mais 7 n’est pas le PGCD de 4 et 3
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4) THEOREME DE GAUSS

Théoréme de Gauss :

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls et ¢ un entier relatif.
Si a divise bc et si a est premier avec b, alors a divise c.

Preuve : exigible

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls et ¢ un entier relatif tels que a divise bc et a est premier avec b.
a et b sont premiers entre eux, il existe donc des entiers relatifs u et v tels que  au + bv=1.

Onaalors acu+bcv=c.
On sait que a divise bc, donc a divise bcv
D'autre part a divise acu

Donc a divise acu + bcv c'est-a-dire a divise ¢ .

Propriété : ( parfois appelé théoréme d’Euclide )

Soit a et b deux entiers relatifs et p un nombre premier.
Si p divise le produit ab, alors p divise a ou p divise b.

Preuve :
Soit a et b deux entiers relatifs. On suppose que p est un nombre premier divisant le produit ab.
Supposons que p ne divise pas a, alors a# 0 et a et p sont premiers entre eux (puisque p est premier)

Donc p divise ab et p est premier avec a, donc p divise b. (Théoréme de Gauss)

Propriété :

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls premiers entre eux et soit # un entier naturel.
Si n est divisible par a et par b, alors n est divisible par le produit ab.

Preuve :

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls premiers entre eux, et » un entier naturel tel que » est divisible par a et par b.
a et b sont premiers entre eux, il existe donc des entiers relatifs u et v tels que au + bv=1.

On a alors nau +nbv=mn.

On sait que a divise n, donc n=aq avecqe Z et bdivisen, donc n=bq' avec qg'e Z .

L'égalité nau+nbv=n peut alors s'écrire bq'au + agbv=n

Alors ab divise bg'au et ab divise aghv  donc  ab divise bq'au +agqbv  cest-a-dire  ab divise n.

Exemple :
Siun nombre est divisible par 5 et par 6, alors il est divisible par 30. (puisque 5 et 6 sont premiers entre eux)
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