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Reconnaître des nombres premiers et des nombres composés

Ex 8-1 : Critères de divisibilité

Les nombres suivants sont-ils premiers ?

             425 ,      43576    ,       97       ,   342153  ,    909381   ,    454452      
         

Ex 8-2 : Décomposition en produit de facteurs premiers

Décomposer les nombres ci-dessous en produit de facteurs premiers  :

                    45 ,    37 ,     62 ,    85 ,     41 ,    242 ,      93,        500

Ex 8-3 : Vrai ou faux  (justifier ou donner un contre-exemple)

1 ) Tous les nombres premiers sont impairs.

2 ) Si un nombre p  est premier alors p+2  n’est pas premier.

3 ) 1 est un nombre premier.

4 ) La somme de deux nombres premiers est un nombre premier.

5 ) 111 111 111 111 est premier.

Ex 8-4 : Puissance d’un nombre premier

Soit p  un nombre premier .

1 )  Le nombre  p2  est-il premier ?

2 ) Quels sont les diviseurs positifs de p2  ?

3 ) Déterminer le nombre de diviseurs positifs de pn  où n∈ℕ

Ex 8-5 : Modulo 4

1 ) Montrer que tout entier de la forme 4 k  ou 4 k+2  est composé pour
k⩾1  .

2 ) En déduire que tout nombre premier impair est de la forme 4 k+1  ou
4 k+3 .

3  ) La réciproque est-elle vraie ?

Ex 8-6 : En factorisant 

Soit n  un entier naturel non nul.

1 ) Le nombre N=3n2+4n  peut-il être premier ?

2  ) Pour quelles valeurs de n , le nombre M=n2−10n+16  est-il premier ?

Ex 8-7 : Identité remarquable

1 ) Soit a  et b  deux entiers naturels .
Montrer que si a2−b2  est premier, alors a  et b  sont consécutifs.

2 ) La réciproque est-elle vraie ?
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Ex 8-8 : Nombre premier ou pas ?  

Compléter l’algorithme en Python ci-dessous permettant de déterminer si 
un entier naturel a  est premier. 

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12

from math import *
a=int(input("a="))
m=floor(sqrt(a))
i=2
while ( …………. ………….):
    if(………….………….):
        print(a,"n'est pas un nombre premier")
        i=m+2
    else:
        i=i+1
if (i==………….):
    print(a,"est un nombre premier")

Utiliser les nombres premiers

Ex 8-9 : Fractions irréductibles

1 ) Décomposer 54, 60 et 72 en produits de facteurs premiers.

2 ) Rendre irréductible : 
72
60

 et 
18
54

 

Ex 8-10 : 

Soit a  et b  deux entiers naturels avec b≠0 .

Déterminer toutes les fractions  
a
b

 égales à 
168
315

 avec a<168  et b<315

Ex 8-11 : 

1 ) a ) Décomposer 48400 et 94864 en produit de facteurs premiers.

b ) Justifier que ces deux nombres sont divisibles par 442 .  

2 ) Déterminer sans calculatrice :

a ) La racine carrée de 48400

b ) La racine carrée de 94864

c ) La fraction irréductible égale à 
48400
94864

Ex 8-12 : Avec des factorielles

1 ) a ) Montrer que 7 est premier avec 6 !

b ) 8 est-il premier avec 7 ! ?

2 ) Soit p  un nombre premier.

a ) Montrer que p  est premier avec (p−1)!

b ) Soit un entier k , tel que 1⩽k⩽p−1  . Que peut-on dire de p  et k!  ?

Ex 8-13 :  
1
m

+ 1
n

Soit m  et n  deux nombres premiers distincts. 

1 ) mn  et m+n  sont-ils premiers entre eux ?
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2 ) Écrire 
1
m

+ 1
n

 sous forme d’une fraction irréductible.

Ex 8-14 :  

1 ) Donner la décomposition en facteurs premiers de 2020.

2 ) Déterminer le plus petit entier naturel k  non nul tel que k 3  est un 
multiple de 2020. 

Théorème de Gauss et nombres premiers

Ex 8-15 :  ab≡0 [ p ]   avec p premier et na≡nb [ p ]  avec n et p premier entre eux

1 ) Soit p  un nombre premier . 
Montrer que :

 ab≡0 [ p ]  ⇔  a≡0 [ p ]  ou b≡0 [ p ]

2 ) En déduire que pour tout entier n  premier avec p , on a :

na≡nb [ p ]  ⇔  a≡b [ p ]

Ex 8-16 : Inverse de a modulo p premier 

Soit p  un nombre premier . On note Ep={1, 2,… , p−1}
Le but du problème est de montrer que pour tout a∈Ep , l’équation
ax≡1 [ p]  a une unique solution dans Ep .

1 ) Montrer qu’il existe un entier x0 , tel que ax0≡1 [ p ]

2 ) On note r  le reste dans la division euclidienne de x0  par p .

a ) Justifier que r  est non nul.

b ) Montrer que ar≡1[ p ] .

c ) Conclure.

3 )  Supposons qu’il existe r ’ ∈ Ep , tel que ar ’≡1 [ p] .
Justifier l’unicité de la solution 

Ex 8-17 : 

1 )  Pour chaque entier a  de 1 à 10, compléter le tableau ci-dessous 
donnant l’unique entier b  de 1 à 10 tel que ab≡1 [11 ] .

a 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

b 1 4 8 7 5

2 ) En déduire que 10!+1 est divisible par 11.
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Nombre de diviseurs

Ex 8-18 :  

Un nombre s’écrit 4×10n .

Existe-il une valeur de n  telle que 4×10n  possède 27 diviseurs.

Ex 8-19 :  

1 ) Soit p  un nombre premier et n  un entier naturel.
Déterminer le nombre de diviseurs de pn .

2 ) Déterminer le produit de ces diviseurs. 

Petit théorème de Fermat

Ex 8-20 :  Démonstration du corollaire du petit théorème de Fermat

On aimerait démontrer que si p un nombre premier et a un entier naturel, 
alors a p  - a  est divisible par p.

1 ) Vérifier le résultat pour a=0 .

2 ) On suppose maintenant a≠0 .

a ) Montrer  que  a p - 1 - 1 divise a p  - a.

b ) On suppose que a  n’est pas un multiple de p  . Montrer que  a p  - a  
est divisible par p.

c ) Montrer le même résultat si  a  est un multiple non nul de p.

Ex 8-21 : n11−n  divisible par 33

1 ) Montrer que pour tout entier naturel n , le nombre n11−n  est 
divisible par  11.

2 ) a ) Montrer que pour tout entier naturel n , n3≡n [3] .

b ) En déduire que le nombre n11−n  est divisible par  3.

3 ) Déduire des questions 1) et 2) que n11−n  est divisible par 33.

Ex 8-22 : n5−n  divisible par 30

Soit n  un entier naturel non nul..
1 ) Justifier que n5−n  est divisible par 5.

2 ) Montrer que n (n2−1) (n2+1)  est divisible par 3.
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3 ) Pourquoi n5−n  est-il divisible par 30 ?

Ex 8-23 : 3n+ p−3n+1  divisible par p

Soit p  un nombre premier . Montrer que pour tout entier naturel n ,
3n+ p−3n+1  est divisible par p

Ex 8-24 : 36 n−1  divisible par 7

Montrer que pour tout entier naturel n , 36 n−1  est divisible par 7.

Ex 8-25 : n13−n  divisible par 182

Soit n  un entier naturel non nul.
1 ) Justifier que n13−n  est pair.

2 ) Montrer  que 13 et 7 divisent n13−n

3 ) En déduire que n13−n  est divisible par 182.

Problèmes :

Ex 8-26 : Baccalauréat S Pondichéry 17 avril 2015   – ex 4

Nombre de Mersenne  : Divisibilité - Congruences –  Nombres premiers (test de 

primalité) - PGCD  - Gauss 
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1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

from math import *
n=int(input("n="))
k=2
while (((2**n-1)%k!=0) and (k<=sqrt(2**n-1))):
    k=k+1
print(k)
if k>sqrt(2**n-1):
    print("cas1")
else:
    print("cas2")
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Ex 8-27 : Baccalauréat S Centres étrangers juin 2015   – ex 4

Triplets pythagoriciens 
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Ex 8-28 : Baccalauréat S Centres étrangers juin 2015   – ex 4

Divisibilité – Gauss – Décomposition en produits de facteurs premiers
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