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Limites de fonctions
Ex 4-1: Vrai ou faux

1)Si lim f(x):J'oo , alors :

x>+

a) Il existe un réel x tel f(x)>10’
b ) Pour tout réel A , il existe unréel m, tel quesi x>m , alors f(x)>A
c) Il existe un réel m , tel que pour tout réel Asi x>m , alors f(x)>A

d) ImeR ,telque x>m = f(x)>10"

2)Si f estcroissante sur R", alors Xlirg f(x)=+o0

3)si lim f (x]=-0,001 , alors il existe un intervalle de la forme

X+

Jm;+o0] surlequel f est strictement négative.

4)Si f eststrictement positive sur R | alors }})IEO flx)=0

Ex 4-2 : Comprendre la définition

Traduire les limites ci-dessous a I'aide d'une phrase du type « Tout
intervalle ... finit par contenir toutes les valeurs f(x) pour x ...»

a) lim flx)=+0

X+

py lim flx)=-c0

X+

c) lim flx)=5

X+

d) lim f(x):—oo

X>—o

Ex 4-3 : Conjecturer une limite — piéger la calculatrice

En utilisant la calculatrice ou un tableur, conjecturer la limite en +o des
fonctions suivantes :

1) f:x+—107°x"—10°x
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3x°—2

2 X —_
) 9 10°x—4

3) h:ix+—10x>-0,01x*

Ex 4-4 : Limite et position relative par rapport a une droite

Soit f une fonction définie sur IR et C sa courbe représentative dans
un repere (O; i, 77 .

Si C se situe au-dessus de la droite d'équation y=1, les résultats
suivants sont-ils possibles ?

lim f(x)=1

X>—w

a) lim f(x): +00

X+00

b)

c) lim flx)=—c0

X—+0

d) lim f[X]:+OO

X>—0

Limite en a (avec a réel

Ex 4-5 : Comprendre la définition

Traduire les limites ci-dessous a 1'aide d'une phrase du type « Tout
intervalle ... finit par contenir toutes les valeurs f(x) pour x ...»

a) lxl_{r: flx)=+00

b ) lim f(X): +4

X+

c) lxl_?} f(X)Z—OO

d) lim f(X):4

X?—0

Ex 4-6 : Vrai ou faux

Soit C la courbe représentative d'une fonction f dans un repére
0;7,77.
1)Si Xl}Ell fx)=+00 ,alors d:y=—1 est asymptote horizontale a C en

+00 |
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2)Si }}Ell f(x)=+00 ,alors d:y=—1 est asymptote verticale a C.

3)Si }}Ell f(x)=+o0 ,alors d:x=—1 est asymptote verticale & C.

Ex 4-7 : Conjecturer une limite

En utilisant la calculatrice ou un tableur, conjecturer les limites suivantes :

3
1)en -1, si elle existe, de f:x P
) frx— (x+1f

X
2)en9, sielle existe, de f:x+— —=
Vx-3

Ex 4-8 : Asymptotes

Soit C la courbe représentative d'une fonction f dans un repére
051, _7 . Déduire, si possible, des limites suivantes I'équation d'une
asymptote a la courbe C .

a) lim f(x)=—c0

Xd+o0

by lim f(x)=3

X>—o0

¢) lim f(x)=+0

x> 1-

) lim flxl=—=

e) 1Xi£r21f(x):3
f) Xlirgcf(x):s

Opérations sur les limites

Ex 4-9 : Vrai ou faux

1)Si lim f(x)==c0 o lim g(x)=—oo ,alors lim flx)

X>+w X3+ Yobon g(x)

=1

2)si lim flxJ==c0 o lim glxJ==c0 4o lim flx)xg(x)=+c0
X+

X+ X3+

3)si lim flx)=0 o IEP glx)==o ,alors lim

X+

Ex 4-10 : Calculs de limites
Déterminer les limites suivantes :

1) lim («/}+x+%)

X+

2) lim (3—1)(12+3x)
X0+ X X

. 1\ 1
3) xliri (B—X)(XZ+3x)

lim %
4) lim
) X32— 6—3x

1
5) lim (2 X+1+X_2)

X+

6) lim [4—x’)(2x—4]

X>—0

1
lim [3x—1+
7) Hn(x x74)

X4+

8) lim (x 2_%)

x>0

4
9) lim (4—x2+ 2)
X2+ 4—x
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flx)

w0 Glx)

=0
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X+

10) lim (3—

X>—©

) 2)) Pour que lim (f(x]g (x)}=0 , il suffit que lirn g(x)=0 .
1-2x X+

. o . Ex 4-13 : Fonctions polynomes
Ex 4-11 : Formes indéterminées

Propriété :
. g lim f(x)=+oo _ ~ A L. ~ .
1) Donner deux fonctions f et g vérifiant N et En +00 eten —O0 un polyndme a méme limite que son mondme de plus haut degré
X2+

lim glx)=+x .
X340 telles que:: 1) Montrer la propriété ci-dessus pour le polyndme
. P(x)=—8x’+14x"+8x+4

1) Iim (Flx)-glx)}=0

Xd+0

by lim (7(x]-glx]}=—=

X3+

¢y lim (f(xl-glx)=3

Xd+0

2 ) Donner deux fonctions f et g vérifiant Xl_i)ri flx]=0 ¢
lim g(x)=+ow

X3 —w

telles que : 2 ) Déterminer les limites en +© eten —% des polyndmes :

2) Xliri(f(x)g()())zo Q(x):XTS—XTS et R(xJ=1-dx+5x

b) lim (f{x)g(x))=3

X>—ow

¢y lim (Flxlglx)=—o

X>—o0

3 ) Donner deux fonctions f et g vérifiant IXIE(} flx)=0 et 1;“; glxJ=0

telles que : . .
d Ex 4-14 : Fonctions rationnelles
a) lim f(x):O Propriété :
x>0 g(x) En +00 eten —O0 une fonction rationnelle a méme limite que la fonction formée par le
quotient des mondmes de plus haut degré.
1) Montrer la propriété ci-dessus pour la fonction rationnelle
. flx) 3x+2
b) lim =3 flx=—
x>0 g(X) 4x°—5

c) Ef n'a pas de limite finie en 0.

Ex 4-12 : Logique

lim f(x)=0 )

Xd+0

Soit f et g deux fonctions définies sur IR: .Ona

Les énoncés suivants sont-ils vrais ou faux ?

1) Pourque 1M [FIXIgIXI=0 gy que im g(x=0

X+ Xd+00
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2 ) Déterminer les limites en +o eten — des fonctions rationnelles :

(XA g XS
2x°=5 (3x2—5]

Ex 4-15 : Changement de forme - Asymptotes

) 6 x—25
Soit f la fonction définie sur IR -{4} par flx)= 2 x—8
1) Déterminer les réels a et b tels que pour tout x#4 ,
flx)=a+ b .
2x—8

2 ) Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
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3) En déduire les équations des éventuelles asymptotes & C; la courbe
représentant f dans un repére orthogonal (0;7, 77 .

Ex 4-16 : Asymptotes

3x—7
x’—4 "
1) Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

Soit f la fonction définie sur R -{-2;2} par flx)=

2) En déduire les équations des éventuelles asymptotes & C; la courbe
représentant [ dans un repére orthogonal (O; i, Tj .

Ex 4-17 : Déterminera, b etc ...

Soit f:x+— a+ ou a, b et ¢ sontdesréels et dont le tableau

de variations est donné ci-dessous :
X — 0 2

+00

-1

S —»

1) En observant le tableau, quel réel parmi a , b et ¢ peut-on obtenir
sans calcul ? Le donner .
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2) A partir de I'expression [ (x)=a+ , déterminer Xl_i)r& f(x) . Quel

X—c
deuxieéme réel cherché obtient-on ?

3) Déterminer le troisiéme réel cherché et vérifier les réponses en tracant la
courbe représentative de f .

Ex 4-18 : Lever l'indéterminée
Déterminer les limites suivantes, aprés avoir levé I'indéterminée :

1) lim (x—\/;)

X+

2) lim 220X
x>+ X+2
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Limite d'une fonction composée

Ex 4-19 : Calculs de limites

Déterminer les limites suivantes :

9x+2
1) lim 42>
X+ x—3

+2
2) lim (2%
X>—w x—3

3) lim 9x+2
x3 x—3
4) lim

x5 VXx2—25

5) lim V—x'+2x"-7

X>—0

l+2
6) lim e*

x>+
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Ex 4-20 : Lever l'indéterminée

Déterminer les limites suivantes, aprés avoir levé I'indéterminée :
N 2
1) lim (2 X=VX +3) (factoriser par x )

X+

Ex4-23:

Soit f et g deux fonctions définies sur IR telles que pour tout réel
fx 1 gl 1

XZ 5 X 5
Quelle(s) limite(s) peut-on déduire pour les fonctions f et g ?

x#0

2) lim (2x—vx*+3] (factoriser par X )

X>—o0

3) lim (X— v X2+1) (penser & l'expression conjuguée)

x>+

Ex 4-24 : Deux méthodes
Soit f la fonction définie sur RR" par f(x)=vx’+x .

1) Déterminer une fonction g telle que pour tout réel x=0 ,

f(x)=g(x) et Xlim 9(x]=* g, déduire Ia limite de f en +o .

S+w

Théorémes de comparaison

Ex 4-21 : Vrai ou faux

lim f(x]=+e0

. 7 2
1) Si pour tout réel x<0, f(x|>x",alors "

1 ; —
2) Si pour tout réel x>0, f(xJ<— ,alors M flx}=0
X X2+
. . lim flx) _
3) Si pour tout réel x>1, 1<f(x]<x , alors Xt z =0. 2 ) Retrouver cette limite en utilisant la limite d'une fonction composée.

X

Ex 4-22 : Limite par encadrement

Soit f une fonction définie sur IR telle que pour tout réel x#0 ,
1 1
X X

Déterminer la limite de f en +% eten —© .
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Ex4-25:

Soit f une fonction définie sur IR telle que pour tout réel x ,
x<f(x)<x+1.

1) a ) Déterminer les limites de f en +co eten —% .

b ) Peut-on grice aux hypothéses dire si f admet une limite en 0 et si oui
laquelle ?

flx)

2 ) Déterminer la limite de la fonction x +— en +oo eten —%

Ex 4-26 :

Soit f la fonction définie sur [5;+[ par f(x)=

xﬁ
wul

1
1) Démontrer que pour tout x=5, 0<f(X)<T (aide: 0<x—5<x )
X

2 ) En déduire la limite de f en +o .

Ex 4-27 : Calculs de limites

1) lim e*— X

X+

2y lim 3e'—4x'+x—5

X+

3 1. x__X4
m ——
) xa+e 2X°—5e¥

4) lim e*—2x
X>—0
X 4
5) lim
X>—w0 2_5€X
6) lim ex2—2x+1

X+

7) lim xe

X+

Déterminer les limites suivantes :
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Avec la fonction exponentielle
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1,
8) lim (x+1)e ?

X+

EN ROUTE VERS LE BAC

Ex 4-28 : Baccalauréat S centres étrangers juin 2011 — Ex 4-4 (extrait)
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Ex 4-29 : Baccalauréat S Asie juin 2010 — Ex 4-4 (extrait)

Calculs de limites avec la fonction exp — tableaux de variations

Soient f et g les fonctions définies sur I'ensemble B des nombres réels par :

flx)=xe'™™ et glx)=xPe'*.

Les courbes représentatives des fonctions f et g dans un repére orthogonal (0; T} ] sont res-
pectivement notées € et €. leur tracé est donné en annexe,

1. Etude des fonctions f et g
a. Déterminer les limites des fonctions f et g en —oc.
b. Justifier le fait que fonctions f et g ont pour limite 0 en +oco.

c. Frudier le sens de variations de chacune des fonctions f et g et dresser leurs tableaux
de variations respectifs.

Calculs de limites avec la fonction exp - asymptote
On note [ la fonction définie sur I'intervalle |0 ; +ec[ par:
1.1
flx)= x—zes :

On note ¢ la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormal [0; T 7] Lunité
graphique est 1 cm.

1. Etude des limites
a. Déterminer la limite de la fonction f quand x tend vers 0.
b. Déterminer la limite de la fonction f quand x tend vers +oo.

c. Quelles conséquences peut-on déduire de ces deux résultats, pour la courbe €?
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Ex4-30: Baccalauréat S Polynésie sept 2010 - Ex 4-4 (extrait) Partie A : Quelques propriéiés des fonctions f, et des courbes€,

Caleuls de limites avec la fonction exp — tableaux de variations 1. Démontrer que pour tout entier naturel n les courbes %, ont un point A en commun. On
précisera ses coordonnées.

Soit g la fonction définie sur [0; +oof par g(x) =e* — xe* + 1. 2. Ftude dela fonction f;
1. Déterminer la limite de g en +co. a. Etudier le sens de variation de fp.
b. Préciser les limites de la fonction fy en —oo et +oo. Interpréter graphiquement ces li-

2. Frudier les variations de la fonction g i

3. Donner le tableau de variations de g. c. Dresser le tableau de variation de la fonction f; sur R.

3. Etude de la fonction f;
a. Démontrer que fo(x) = fi(—x) pour tout nombre réel x.
b. En déduire les limites de la fonction f; en —co et +co, ainsi que son sens de variation.

c. Donner une interprétation géométrique de 3. a. pour les courbes € et €.

-~

Etude de la fonction f,, pour n =2
a. Vérifier que pour tout entier naturel n = 2 et pour tout nombre réel x, ona:

fn(x} =

en¥ 4 eln=1x"

b. Ertudier les limites de la fonction f, en —co et en +oco.
c. Calculer la dérivée f(x) et dresser le tableau de variation de la fonction f, sur .

Ex 4-31 : Baccalauréat S centres étrangers juin 2009 — Ex 4-4 (extrait)

Calculs de limites avec la fonction exp — tableaux de variations

Soit n un entier naturel.
On note fy, la fonction définie sur I'ensemble B des nombres réels par :

e X

X)=—
fnlx) e
On note €, la courbe représentative de f, dans un repére orthogonal {O; i 7] Les courbes

‘6o, 61, ‘62 €1 63 sont représentées ci-dessous :

Wit
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