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Définition - propriétés algébriques

Ex8-1:QCM

Plusieurs réponses sont possibles.
1) Equations ...

a) e® estla solution de I'équation
Inx=3

¢) In(3) estla solution de
l'équation e*=3

e) —In3 estlasolution de

x 1
I'équation e :E

b) e estla solution de I'équation
Inx=-3

d) In(=3) est la solution de
l'équation e*=-3

f) L'équation Inx=m ou meER ,

admet toujours une unique solution
m

x=e

g) L'équation e*=m ou mER , admet toujours une unique solution

x=Ilnm

2) Formules ...
a) In(a+b)=In(a)xIn(b)

¢) Infa—bj= m
3) ln(abs):
a) Sln|(ab)

¢) Sln(a)ln(b)

4) 1n(d><%)=
a) —(infa)f

¢) —2In(a)

5)la moitié de In(a) est ...
a) Infa)-In(2)

¢) In(Va)
Ex 8-2 : Calculs avec les formules

Simplifier :

In(7)

1) e"?—e

2 ) 3e1n[51+5e—1n£31

3) In(2+8)+2In(+B)

b) In(ab)=In(a)ln(b)

a

d) m(b ):1n(a)—ln(b)

b) 5(In(a}+In(b))

d) In(af+5In(b)

John Napier, parfois
francisé en Jean Neper, né
le 1er février 1550 et mort
le 4 avril 1617, est

un théologien, physiéien,
i astronome et
. mathématici

7) Inl1+e")=x—In(1+e7)

Ex 8-3 : Equations et inéquations

Résoudre les équations et inéquations ci-dessous :

1) e*=2)(e**—8)=0

3 ) (ex1+2x+5+e—x)(3ex+4):e
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4) g—4em" 50 In64 In49
In81 In7

2) Simplifier :

a) 4ln(e2)+ln(\@

Ve
b) Inf—
5) <3¢ €

3) Calculer :
6) (2e°—10)5-¢")<0

a) In3+In9+In27

b) In(v5-2)+In(+v5+2)

Ex 8-6 : Vrai ou faux
Ex84: Justifier

1) VxeR", In(x’)=3In(x)
Compléter ...

1) La courbe représentative de la fonction exponentielle passe par le point

A(In2;...) e B(...; T)
2) VxeR, 1n(1+ex)=x+ln(1+e’x)
2 ) L'ensemble des réels x tels que In(x)<0 est ...

3)Si e’=b (b>0) ,alorsIn(...)=...

3) VxER, In(1+€e™)-4x=Inle"+e ™

4)V x € ... , ln(ex)zx
5)V x € ... , e"¥=x
6)V x € ..., In(x>0 Etude de la fonction logarithme népérien

Ex 8-7: QCM
Ex 8-5 : Calculs
Plusieurs réponses sont possibles.
1) Exprimer en fonction de In2 etde In3 :
1) L'ensemble de définition de la fonction In est :

8
a) lﬂ(g) a) [1;#0] b) R™ ¢) R d) R~ e) R™ f) ]0;+]

2 ) La fonction In :

a ) est strictement positive sur R™.

b ) est strictement croissante sur IR™*.

¢ ) est strictement positive sur }1,+00[ .
d ) est égale a sa dérivée.

e ) prend la valeur 1 en 0.

o n[42)
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3) Soit C la courbe représentative de la fonction In.

a) Ladroite A:y=0 estune asymptotea C .

b ) C coupe l'axe des abscisses.

¢ ) C admet une tangente de coefficient directeur -2.

d) C et la courbe de la fonction exp sont symétriques par rapport a la droite
d'équation d:y=x .

Ex 8-8 : Limites
Associer chaque limite au résultat qui convient :

lim Inx

X+ * .1

. n
lim x"Inx N

x>0+ . ¢ 40

lim Inx

X0+ . -0
_In(1+x)

lim ————— .

X0 X . - n'existe pas
. Inlx

h —)

x=20+ X . . —o

. Inx X
lim —— «eN
xs+o X" . . -1

Ex 8-9 : Déterminer une limite

Déterminer les limites suivantes

1) lim (374 x73lenx)

x20+ \ X

5
X+

51
2) lim (4x3— nx)
X

3) lim (lnx—%)

X0+ nx

1
lim (Inx———
4) x-»l—( II'IX)

5) lim (lnx—i)

X340 Inx

6) lim (2 x+Inxf

x>0+

7y lim In3—e’)

X>—©

g) lim In3—e’)

x> In3—

9) lim (1n(x—1)(1n2—l))

X1+ X

10) lim (ln(x—l)(an—%))

X+

xd+w 7x

11) lim ln(BX_G)

12) lim In 3x-6
) 7X

X2+
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Ex 8-10 : A partir de la courbe représentative de la fonction In

Identifier les courbes de chacune des fonctions.
7 Objets libres * L .

2 6 = In(x)

1 Objets dépendants
2gbd=In+1
2 hix) =In(x) -3
2 p0d =1/Ink)
2 qbd = -2 In{x)
2 1) =2-1In(x)
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Ex 8-11 : Variations sans calculer la dérivée
Soit les fonctions f , g et h définies sur R par:
1
flxi=inlxiinizl | glx="""" e hixi=1-3mnlx

Déterminer le sens de variation de chacune de ces fonctions a partir de celui
de la fonction In.

Ex 8-12 : Dérivées
Dans chacun des cas, justifier que f est dérivable sur I et déterminer sa
dérivée.

3x
In(x)

sur I:]1;+oo[

1) flx=

2) f(x)=x*In(x)=In(3) sur I=R;

corrections : http:/pierrelux.net

3) f(x)=7ll§((x)+1

-1 sur 1=le;+oo]

4) f(X)=(1HX)2—ﬁ sur I=]1;+o0]

Ex 8-13 : Tangente a la courbe

Déterminer les coordonnées du point de la représentation graphique C
de la fonction In en lequel la tangente T a pour coefficient directeur 2.
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Ex 8-14 : Signe d'une fonction grdce au sens de variation
Dans chaque cas, déterminer le signe de f(x) sur IR .

1) f(x)=2x"—Inx

2) flx)J=xlnx+e

Ex 8-15 : Déterminer une limite comportant une forme indéterminée

Déterminer les limites suivantes

1) lim (x2—3xlnx)

x>0+

2) lim (4 =5xInx]

X +0

3) lim (ln—2+lnx)

X0+ X

4) lim Inf1-x)
X0 2x

5) lim ((In xP~3In x+2)

X+
6) lim ln(ex+5)
XD+ e

7) lim (3x—elnx)

X+

corrections : http:/pierrelux.net
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g) lim (3x—elnx)

x>0+

In(1+x)—5x

li
?) x>+ 1+x
_In(1+x)-5x
10) lim —— =%
x>—1+ 1+x

. Inx
11) lim ——

X+ X

X

12) lim
x>+ 1NX

Ex 8-16 : Déterminer une limite avec le nombre dérivé

. . In(3+h)~In3 . In(3x—2)
Déterminer lim —— et lim ——
h->0 x>1 x—1

corrections : http:/pierrelux.net

Ex 8-17 : Inéquations comportant q"
Les parties A et B sont indépendantes.

A)) Déterminer le plus petit entier n tel que:

1) 3x(%j<0,01

2) 1-1,25"<0,99

B ) On sait que le nombre d'atomes de carbone 14, en fonction du nombre
n de siécles, est donné approximativement par q,=q,0,987976" , ol

g, estle nombre initial d'atomes.

1) Déterminer la demi-vie du carbone 14 (durée au bout de laquelle la
moitié des atomes de carbone 14 s'est désintégrée)
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2 ) Déterminer l'age des fragments trouvés par des archéologues, sachant

que la teneur en carbone 14 est égale a 30 % de celle d'un fragment d'os
actuel de la méme masse pris comme témoin.

Ex 8-18 : Avec des suites

. n
Soit u la suite définie pour tout n€IN' par u,= 1n(n+1 ) .

1) Déterminer la limite de la suite u .

El

2) Vn#0,onnote S,=2, u

i

i

1
—

a) Exprimer S, en fonctionde n .

b ) En déduire la limite de S, .

corrections : http:/pierrelux.net

Fonctions du type x:+— In(u(x))
Ex 8-19 : Maitriser le cours - Vrai ou faux

Soit u une fonction dérivable sur IR et a valeurs strictement positives.

1) Vx€ER, Inlulx))>0 4) lim Infu(x))=+o0

X2+
2)Lafonction In(u) estdérivablesur R |5) In(u(x))>In5 < x>5

1
3)La dérivée de In(u) est L R 16) Infulx))<5 < O0<u(x)<e’

Ex 8-20 : Résoudre une équation ou une inéquation comportant In (u (x))

Résoudre les équations ou inéquations suivantes :

1) In(2x—5)=In4

2) In(2x-5)=-3

3) In(7x+2)>In(3—x)
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4) nl(e**—25)>0

5) In{(x+1)(x—2))>In18

6) In(1—x2)—In(x—3)=0

Ex 8-21 : Signe d'une fonction

Etudier le signe des fonctions ci-dessous :
1) flx)=(x=3)In(x—1) définie sur |1;+oo|

corrections : http:/pierrelux.net

Inx-1 .
2) glx)= ] définie sur |1;2[U]2 ;+oo]

In(x—1

X

3) h(x)=ln(ex 1) définie sur ]1;2[U]2;+o0|

Ex 8-22 : Ensemble de définition

Déterminer dans chaque cas l'ensemble de définition de la fonction f :

1) flx)=In(x*)-3

2) flx)=Inle*~1)

3) flx)=Inlx’- 3)
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1
4) ﬂx)_ln(x+2)

5) f(XJ=ln(1—12)
X

Ex 8-23 : Tableau de variations

Donner le tableau de variations des fonctions ci-dessous :

1) f(x)=(Inxf~In(x*) sur I=R]

2) flx)=(1=x)In(1—x] sur I=]—o0;1]

3) f(x):ln(

X

2e

+1

X

+3

) sur I=R

corrections : http:/pierrelux.net
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Ex 8-24 : Avec Xcas

Soi f lafonction définie sur R" par f(x)=2x2—(x2+1)ln (x*+1)

|1 fx):=2%x"2- (x"2+1) ¥In(x"2+1)

2 2 2
X ->2%x =(x"+1)¥In(x +1)

]

deriver(f(x),x);

2
=2¥x*In(x + 1)+ 2*x

[7]

a:=f(sqrt(e-1));simplifier(a);b:=f(sqrt(e”2-1));simplifier(b)

(=exp(1)+2*(exp(1)-1), exp(1l)-2, =2*exp(2)+ 2*(exp(2)-1), -2 )

Bsolve(f(x)=9):

"Unable to isolate x in -In{x™ 2+ 1™ 2-In(x "2+ 1)+ 2*x™2

|§ nSolve(f(x)=0,x=0);nSolve(f(x)=0,x=2)

(0.0, 1.9802913 )
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La fonction logarithme décimal

La fonction logarithme népérien est particuliérement intéressante du fait
de sa propriété de transformation d'un produit en somme. Mais comme on
utilise, pour écrire les nombres, le systéme décimal, on lui préfére parfois
une autre fonction possédant la méme propriété de transformation de
produit en somme mais prenant la valeur 1 lorsque x =10 (et donc la
valeur 2 lorsque x =100, la valeur 3 lorsque x = 1000 etc...)
Cette fonction sera appelée fonction logarithme décimal ou fonction
logarithme de base 10.

éfinition :

On appelle fonction logarithme décimal et on note log la fonction
définie sur 0 ;+ oo par :
log : ]0 ;+oo[ >R
In x
—
In 10

X

Répondre aux questions ci-dessous, en utilisant les résultats ci-dessus
fourni par le logiciel de calcul formel Xcas.

1) Etudier le sens de variation de f sur R".

2 ) Montrer que dans l'intervalle [\}e— 1; vel— 1] , l'équation f(x)=0
admet une solution unique © .
Donner une valeur approchée de & a 107>.

3) En déduire le signe de f(x) sur R".

La fonction logarithme décimal étant définie par log x =k XIn x avec

k= il est facile d'étudier ses variations et de donner sa courbe

1
In10°
représentative . les formules sont identiques a celles de la fonction
logarithme népérien :

log 1=0, log 10=1, loglax b)=log a+log b, log % =—log a,

log%ZIOga—logb, log @Z%loga etlog a"=nlog a

Ex 8-25 : Vrai ou faux

1) logle)=1 4) log(x)<1 < 0<x<10

)= 1
2) 108(10 ) 5 5) log(x):_310g(5) = X:E

3) log(10°x 10%)=5 6) (log(x))'=log(e)In(x)

Ex 8-26 : Niveau sonore

Le niveau sonore N d'un bruit, exprimé en décibels (dB), est donné par

I
N= 10log(l) , ol I est l'intensité sonore exprimé en W/ m” , et ot I,
0

est l'intensité de référence correspondant a la plus petite intensité
acoustique audible.

On sait que, lorsqu'on met en présence plusieurs sources sonores, les
intensités s'additionnent.

1) Le niveau sonore d'un lave-linge est de 50 dB.

Quel est le niveau sonore de deux lave-linges identiques ?

Le niveau sonore a-t-il doublé ?
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2 ) Le niveau sonore d'une note de musique obtenue au violon est de 70
dB . Combien faut-il de violonistes jouant ensemble la méme note, pour
obtenir un niveau sonore de 80 dB ?

3) Le niveau sonore d'un marteau-piqueur est de 110 dB et celui d'un
klaxon de voiture est de 80 dB. Quel est le niveau sonore des deux bruits
réunis ? Que remarque-t-on ?

Ex 8-27 : Algorithme de Briggs

Dans introduction a I’analyse infinitésimale (1748), Euler explique la
méthode de Briggs pour calculer une valeur approchée de log(5).

Ses calculs sont donnés dans le tableau ci-dessous :

( A
A = 1,000000; [ A = 0, 0000300
B = 10,0000003; /B == 1, -H
/ C = 3,160397; {{ = 0, jococoo;
D= §,6:3413;5 [ = 0, 7500000; k
E == 1169643 [E &= 0, 62y0¢ 1\
Les calculs sont F un 48696743 [F ws 0, §875000; \\\
initialisés par G 13 /G = o, 7187500; i .
H owe 50480653 [H = o, 20312503 La méthode de Briggs
A=1, B=10, I = 4958069, (1 = o, 6 53255 utilise larelation
K = g§,00:865; (K == 0, 699 75
IA=0 et IB=1. L = 49804165 [L == 0, 63726565 log(VAB)="log(A }+log(B))
M= 49916:7; (M= o, 698:421; 2
N = 49972425 IN == o, 6937304; i
O = §000§1; {0 == o, 6989745; C=VAB et
= 4,998647; P = o, 6988515; _1
Q = 49993505 /Q = o, 69891353 IC_2“A+IB]
R = 4,999701; IR = o, 69894403
= 4,999876; [§ = o, 69895923
T = 4,999963; {T == o, €989668;
F = §,000008; {¥= o, 6989707;
W 4,999984; {W= o, 6989687;
X = 49999975 X = o, 6989697;
Y = §,000003%; 1Y = o, 6989701 ;
Z = 3 {2 = o, G989700;

corrections : http:/pierrelux.net

Pour la suite des calculs, on procede de la fagon suivante et on considére
uniquement les variables A et B:

-si VvAB<5, alors :

IA+IB
A prend lavaleur VvAB et IA prend la valear ———
-si YAB>5 , alors :
IA+IB
B prend la valeur vAB et IB prend la valeur ——
Ce qui donne :
A= 3.1622776601683795 1A=0.5 LOGARITHMICA
B= 5.623413251903491 1B=0.75 LOGARITHMOR VM
A= 4.216965034285822 1A= 0.625 CHIEIADES Sl bRAE
A= 4.869675251658631 1A= 0.6875 i
B=5.232991146814947 1B=0.71875 Vs . e
B= 5.0480657166674705 1B= 0.703125 EhiaE

DEVE Hortf VIVR LM wiTe AEnts
EY INSEHIL TANCY AN MICVNLE,
eia & FEGATITIT A MET

A= 4.958068241684655
B=5.002864610575233
A=4.980416061248411
A=4.991627716362686
A= 4.99724300503361
B=5.00005301775164

1A= 0.6953125
IB=0.69921875

1A= 0.697265625
1A=0.6982421875
1A= 0.69873046875
IB= 0.698974609375

LoD
Exaidibst GV L IE LA VS
TOHEE aday

1) Vérifier les 4 premieres lignes de calcul.

2 ) Compléter I’algorithme suivant écrit en Python, afin qu’il applique
I’algorithme de Briggs pour le calcul de log(x) oti x est un réel compris
entre 10 et 100 avec une précision de 107" .

On initialisera 1’algorithme avec :

A=10, B=100, IA=1 et IB=2

1 |from math import *

2

3 |def CalculeLog_x(x, k):

4 =

5 =

6 IA=...........

7 IB=..........

8 precision = 10**(............ )
9 while(B-x>............ ):
10 if (sqrt(A*B)<...... ):
my = sqrt(A*B)

2 =1/2*(1A + 1B)
13 else

14 = sqrt(A*B)
5 =1/2*(JA + 1B)
16 return 1B

3) En déduire une valeur approchée & 107" prés de log(85)
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EN ROUTE VERS LE BAC

Ex 8-28 : Baccalauréat S — Amérique du nord 30 mai 2013 — Ex 8-4

Fonction In — étude de fonction

Soit f la fonction définie sur l'intervalle |0 ; +eoo| par

f=—7m—

X
et soit € la courbe représentative de la fonction f dans un repére du plan. La courbe
€ est donnée ci-dessous :

1+In(x)
7

of)

e

1. a. Etudier la limite de f en 0.
In(x)
x

b. Que vaut xliTm ? En déduire la limite de la fonction f en +oo.

c. En déduire les asymptotes éventuelles & la courbe %'
2. a. Onnote f'la fonction dérivée de la fonction f sur l'intervalle |0 ; +o0ol.
Démontrer que, pour tout réel x appartenant a l'intervalle |0 ; +ec],
PRIEE )
b. Résoudre sur l'intervalle |0 ; +oo[l'inéquation —1—2In(x) > 0.
En déduire le signe de f'(x) sur I'intervalle |0 ; +e0].

c. Dresser le tableau des variations de la fonction f.

3. a. Démontrer que la courbe % a un unique point d'intersection avec 1'axe

des abscisses, dont on précisera les coordonnées.

b. En déduire le signe de f(x) sur l'intervalle |0 ; +o0l.

corrections : http://pierrelux.net
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Ex 8-29 : Baccalauréat S — Métropole 20 juin 2013 — Ex 8-2

Fonction In — utiliser une représentation graphique — étude de fonction — corollaire du TVI -
algorithme

Sur le graphique ci-dessous, on a tracé, dans le plan muni d'un repére orthonormé
54
(O. 1, ] ]. la courbe représentative % d'une fonction f définie et dérivable sur l'in-

tervalle |0 ; +ool.

C B

=1

On dispose des informations suivantes :
— les points A, B, C ont pour coordonnées respectives (1, 0}, (1, 2}, (0, 2);
— la courbe % passe par le point B et la droite (BC) est tangente & % en B;

— il existe deux réels positifs a et b tels que pour tout réel strictement positif x,

a+blnx
fla= 2220
x
1. a. Enutilisant le graphique, donner les valeurs de f(1) et f'(1).
. o Lo (b—a)- blnx
b. Vérifier que pour tout réel strictement positif x, f'(x)= — e

c. En déduire les réels a et b.
. a. Justifier que pour tout réel x appartenant a l'intervalle |0, +2a[, f'(x) ale
méme signe que —Inx.

b. Déterminer les limites de f en 0 et en +o0. On pourra remarquer que pour

) . . 2 Inx
tout réel x strictement positif, f(x) = . +2 -

c. En déduire le tableau de variations de la fonction f.
. a. Démontrer que I'équation f(x) = 1 admet une unique solution a sur I'in-
tervalle ]0,1].
b. Parun raisonnement analogue, on démontre qu'il existe un unique réel g
del'intervalle |1, +0c] tel que f(f) = 1.
Déterminer l'entier n telque n< f<n+1.

. On donne I'algorithme ci-dessous.

from math import *

def f(x):
y=2/x+2*log(x)/x
return (y)

a=0
b=1
while (b-a)>0.1:
m=(a+b)/2
if f(m)<l1:
a=m
else:
b=m
print ("a=",a,"b=",b)

. Faire tourner cet algorithme en complétant le tableau ci-dessous que 'on
recopiera sur la copie.

étape 1 étape 2 étape 3 étape 4 étape 5
a 0
b 1

b—a
m

. Que représentent les valeurs affichées par cet algorithme ?

. ModifierI'algorithme ci-dessus pour qu'il affiche les deux bornes d'un en-
cadrement de j§ d"amplitude 107!,

corrections : http://pierrelux.net
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Ex 8-30 : Baccalauréat S — Antilles Guyane 11 septembre 2014 — Ex 8-3

corrections : http://pierrelux.net

Ex 8-31 : Baccalauréat S — Liban 5 juin 2017 — Ex 8-3

Fonction In — résolution d'une équation

On considére I'équation (Ep) :
e —x"=0

ol x est un réel strictement positif et 7 un entier naturel non nul.
1. Montrer que I'équation (E1) est équivalente a I'équation (Ez) :

In(x-X=0.
n

2. Pour quelles valeurs de n 'égquation (E;) admet-elle deux solutions ?

Probléme ouvert - Fonction exp - In - alignement

Soit k un réel strictement positif. On considére les fonctions fi définies sur R par:

— i

fex)=x+ke

On note €} la courbe représentative de la fonction fi. dans un plan muni d'un repére

orthonormé.
On a représenté ci-dessous quelques courbes ). pour différentes valeurs de k.

Pour tout réel k strictement positif, la fonction fi admet un minimum sur R. La valeur
en laquelle ce minimum est atteint est 'abscisse du point noté A, de la courbe €. 1l
semblerait que, pour tout réel k strictement positif, les points A soient alignés.

Est-ce le cas?
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Suites — fonction In — fonction exp

On considére la suite (u,,) définie par ug = 1, et pour tout entier naturel n,

Un+1 =€ x Uy,

1. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,

l1€u, <e".

2. a. Démontrer que la suite (u,) est croissante.
b. En déduire la convergence de la suite (uy).
3. Pour tout entier naturel n, on pose
Up=In(uy,)-2.

a. Démontrer que la suite (v,) est géométrique de raison %

=2

. Démontrer que, pour tout entier naturel rn,

1
Up= ~5ET
¢. En déduire une expression de u,, en fonction de I'entier naturel n.
d. Calculer lalimite de la suite (uy).
Dans cette question, on s'interroge sur le comportement de la suite (1) sil'on choisit d'autres
valeurs que 1 pour ug.
Pour chacune des affirmations ci-dessous, indiquer si elle est vraie ou fausse en justifiant,

4

Affirmation 1 : « Si g = 2018, alors la suite (u,,) est croissante. »
Affirmation 2 : « Si iy = 2, alors pour tout entier naturel n, 1 < up < e*.»
Affirmation 3 : « La suite (uy) est constante si et seulement si g = 0. »
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