LOGARITHME NEPERIEN

1) DEFINITION

Rappel :

La fonction exponentielle est une bijection de R sur ]0 s+ OO[.

C'est-a-dire que pour tout » €]0; + | , il existe un unique réel @ tel que e“=5 .

On note a=1n b, ce qui se lit logarithme népérien de b . Ainsi a tout réel x strictement positif, on peut associer un unique réel noté In (x).

Définition :

On appelle fonction logarithme népérien la fonction qui a un réel x strictement positif, fait correspondre In (x) .

In:]0;+x » R
X +—lnx

On écrit souvent In x au lieu
de In(x)

Remarques :
« Lafonction In est une bijection de ]O 3+ 00[ dans R.

xER] €eR . . . . . . .
e [y traduit le fait que les fonctions exponentielle et logarithme népérien sont réciproques 1'une de l'autre.

o L'équivalence {

y=Inx e'=x
Propriétés :
o Pour tout réel x strictement positif, ona " =x e Inl=0 Résulte de la définition
o Pourtoutréel x ,ona In(e¥)=x e Ine=l1
Remarque :

La fonction exponentielle transformant une somme en produit, on peut penser que la fonction logarithme népérien qui est sa fonction réciproque,
transforme un produit en somme.

2) PROPRIETES ALGEBRIQUES

Propriétés :
Pour tous réels a et b strictement positifs on a : 1
e Infaxb)=Ina+Inb . 1n(\/;)zzlna
On peut généraliser cette propriété a plusieurs nombres.
. In (1 ——Ina e Pourtoutn€Z , Inld")=nlna
a
. ln(%):m a—Inb

Preuve :
Les démonstrations se font principalement en utilisant les propriétés de la fonction exponentielle.

Ina+Inb _ _Ina Inb
=¢

xXe™=axbh .Orsi e'=x,alors y=Inx. Onadonc Ina+Inb=Inlaxb)

. e M= 11,,21— donc —lna:ln(l—)
" a a

Ina
Ina—Inb _ € —_a _ _ a
» € PR donc Ina—Inb=In (b )

« Inlal=In(Vaxa)=In Va)+In(Va]=2In(Va) donc In(Val=7nla]

n

o PourtoutnezZ , e"™‘=(""'=q" donc Inad"=nlna
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3) ETUDE DE LA FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

-

Propriété :

La fonction In est strictement croissante sur R, .

Preuve :

Soit a et b deux réels strictement positifs tels que a <b.
Raisonnons par l'absurde :

Supposons que Ina=1nb

. . , . . Inb
La fonction exponentielle étant croissante on aurait "

eIn n> e

On ne peut donc pas avoir Ina=>1n b.
Onadonc Ina<Inb

On en déduit que la fonction In est strictement croissante sur IR’ .

Conséquences :

La croissance de la fonction In est lente.
Par exemple : In (10°)~ 18,42

donc @>b ce qui est en contradiction avec I'hypothése.

Pour tous réels a et b strictement positifs on a : e Inas<hhbea<bd
e Ina=lnbea=>b e a>1oIna>0
e Ina<lnbea<b e si O0<a<l alors Ina<0

Propriété :

et pour tout x€R", ona In’(x] .

La fonction In est continue et dérivable sur R}

Preuve : exigible

Soit x>0 et a>0.

Déterminons lim Infx)-1nla)
r—a x—a
\ \ . .1 -1 . X—4
En posant X =In(x) et 4 =In(a/, on obtient : lim M= lim ———
x—a X—a X-4 € —¢€C

Or on sait que la fonction exponentielle est dérivable sur IR et que pour tout x €IR, exp ' (x)=exp [x]

X A4
€ —¢

X—A4

In(x)—1In (a)
x—a

. X—4 1
=lim —/——=—
X-4 € —¢€ a

e'=e"=q et lim

x—a

Donc lim
X— A4

La fonction In est donc dérivable en a , pour tout a € R’.

On en déduit que la fonction In est dérivable (et donc continue) sur IR et pour tout x € R

Remarque :
On sait que pour tout x>0, ™" =x.

,ona ln’('x)zl
x

En supposant la fonction In dérivable sur R’ et en utilisant la propriété de dérivation des fonctions composées, on peut écrire pour tout x >0 :

(") '=(lnx)'xe™ e (x)'=(lnx) Xxe(In x) ’:%

Propriétés :

lim Inx=+wx lim In x=—o

x>+ x>0
Preuve :
o Soit M>0.

Pourtoutx>0,0ona: Inx> M < x>e"

Ainsi,si x>¢" ona Inx>M
lim In x=4w

X o0

Ce résultat est vrai pour tout M >0 . On en déduit que

(et en acceptant les abus de notation pour faciliter )
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NPT 1
o« Posons X= 1 cest-a-dire x=—
X X
Lorsque x tend vers 0 par valeurs positives X tend vers +oo.

Ona Inx=In (%):—ln X

Donc limInx = lim —InX On sait que M In X=+40 45 lim Inx=-o
x—0' X -+ : q Xo+4o x—0°
Tableau de variations :
X 0 +o0
>+ 00
In
—o0
Représentation graphique :
3_
2— —
. —" Les fonctions exponentielle et logarithme népérien
e ; — étant réciproques l'une de 1'autre, leurs courbes dans
3 P un repére orthonormal sont symétriques par rapport
ped a la droite d'équation y = x.
|4 ..... II“S””“Z I1 1 I2 IS |4 I5 IS
. Jlf" . — 1
K/ On a vu que }f?‘ Inx==oo
La courbe de la fonction logarithme népérien a pour asymptote verticale I'axe (Oy).
-2 IlI

Propriété : (en plus)

. +
.« lim M: 1
0 X
Preuve :
.. , oo In(l4 . Inll+x)—In(1) _1 1
Par définition du nombre dérivé en 1, on peut écrire lim < x) =lim xx) == 1 (car (In(x])'= ;)
x—=0 x—=0
Propriétés :
i lnx_o , limxInx=0
' xier x X200
- iy Inx Pour tout entier naturel non nul n, ona: 1M x"Inx=0
« Pour tout entier naturel non nul n,ona: lim o =0  Pourtou u ul 7, e
x>+

Preuve :

« Montrons que lim Inx_g

x>+0 X

Posons X =Inx ona alors e*=x
Lorsque x tend vers +o , In x tend vers +o0, donc X tend vers +co.

, . Inx_X | . §
Onpeutécrire —=-—F% donc lim —= lim — .
X c xoto X X—-+0 €
X
. . e . X , . Inx
Oronsaitque lim ==+ donc lim — =0 etpar conséquent lim —==0
X—+w X—-+x € xo4m0 X
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OU ( sans utiliser la fonction exponentielle )

On peut écrire pour tout x>0 : In x<x (trivial graphiquement) et donc In vx <+ x, ¢’est a dire %ln x<vx,

Pour x>1, on a alors :

0<ln x<2x o 0<D¥ ¢ 2

X Wx

.2
Comme lim —==0, d’aprés le théoréme des gendarmes, on a :
X

X+
. Inx
lim —==0
x?+0 X
i lnx_0
« Montrons que IIm —==
x>+0 X
Lo Inx_ 1 Inx
Pour n>1, on peut écrire : — = —
X X X

. 1 . . -1
Comme lim ——=0, par produit, on en déduit que lim B ,1x =0.

x40 X x>+0 X

o Montrons que 11_)rr; xInx=0 ,yiviple
1

1
P X == 1 =
osons X on a alors x b%

o 1
Lorsque x tend vers 0 par valeurs positives, — tend vers +o, donc X tend vers +oo.
X

On peut écrire x In (x)= %X In (%):_%X In (X)=— ln)((X}

Or on sait que Xlil?w lnXX =0 donc 11_{13 xInx=0

e Montrons que 11-?01 x'Inx=0

Pour n>1, on peut écrire ©  x"In x=x""'"x1In x

Comme l{)ng x=0 , par produit, on en déduit que )1{1_?(} x'In x = 0,

4) DERIVEE DE x> In (u (x))

Propriété :

Soit u une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle 7.

La fonction f: x+> In (u (x)] est dérivable sur I, et pourtout x €/ ,ona: f'(x]= ]

Preuve :

Immédiat en utilisant, la dérivée de x+— g u x))
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