REPRESENTATIONS PARAMETRIQUES ET EQUATIONS CARTESIENNES

Dans ce cours, I’espace est muni d’un repére orthonormé (O i 7, ]_{)

1) REPRESENTATION PARAMETRIQUE D'UNE DROITE DE L'ESPACE

Propriété :

A
Soit d la droite de I’espace passant par le point 4 de coordonnées (x ;¥ ; z,) et de vecteur directeur & de coordonnées (ﬁ .
y

Un point M de coordonnées (x ; y; z) appartient & d si, et seulement si il existe un réel k tel que :

x=x,+k A
Y=Eyatkp
z=z,+ky

Preuve :
Soit M (x; y; z) un point de ’espace.

X—X A
M appartient & d si et seulement si, les vecteurs AM |y—ya| et i (B) sont colinéaires, si, et seulement si, il existe un réel & tel que AM =k

Z—2Z, Y
x—x,=kA x=x,+kX\
Ce qui se traduitpar: { y =y, =k & {y=y,+kp
z—zA:ky Z=ZA+ky

Remarque :

A chaque réel k correspond un unique point M de la droite.

Réciproquement, a chaque point M de la droite correspond un unique réel & tel que AM =k i.

Définition :
Soit d la droite de I’espace passant par le point A4 de coordonnées (x,; ¥ ,; z,) et de vecteur
A L ctre k & lacé
directeur # de coordonnées |B |. f parametre & peut ctre remplace par
y n'importe quelle autre lettre distincte de
x,yetz.
x=x,+kA On utilise aussi souvent la lettre 7.
y=y,+tkB ( k€R)estune représentation paramétrique de la droite d .
z=z,+ky
Remarques :
x=a+k\
o Si A, B et y sont trois réels non nuls simultanément, le systéme | y=>5 4k B est une représentation paramétrique de la droite passant par
z=c+ky
A
le point de coordonnées (a ; b ; ¢) et de vecteur directeur | |.
Y
o Il n'y a pas unicité de la représentation paramétrique d'une droite de l'espace.

o Représentations paramétriques d’un segment et d’une demi-droite :
Soit 4 et B deux points distincts de I’espace.
En considérant le vecteur directeur 4B, I’appartenance d’un point M au segment [4B] ou bien a la demi-droite [4B) s’obtient en adaptant
I’énoncé de la conclusion ci-dessus :
- pour le segment, il suffit de remplacer dans le systéme : « k €R » par « k€ [0;1]».

- pour la demi-droite [4B) , il suffit de remplacer dans le systéme : « k €R » par « k€ [0 ST oo[ ».
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2) EQUATIONS DE PLANS

Propriété :

Le plan qui passe par A et de vecteur normal 7 est l'ensemble des points M tels que :

AM -7i=0

Propriété :

Si a , b et ¢ sont nuls

« Tout plan admet une équation du type ax + by + ¢z +d =0 ou I'un au moins des réels a, b et ¢ est non nul et | simultanément, deux cas se

p présentent :

d estun réel quelconque. De plus, le vecteur non nul 7 |b | est normal & P.

. - d=0, etalors la relation

. . ax+by+cz+d=0 est
« Réciproquement : . s
toujours vérifiée

Soit a, b, ¢ et d des réels tels que 1'un au moins des réels a, b et ¢ n'est pas nul.

. _[@\ |- d#0  etalors la relation
L'ensemble des points M (x; y; z) de I'espace tels que ax + by +cz +d =0 est un plan de vecteur normal 7 |b | | 4 + by +cz +d =0 nlest

¢/ | jamais vérifiée

Preuve : exigible
a

« Soit P un plan, ﬁ(b) un vecteur normal a P et 4 (x,;,; z,) un point de P.
C
Soit M (x; y; z) un point de l'espace.
Ona MePo AM-ii=0oa(x—x,)+b(y—y,)+clz—z,)=0=ax+by +cz—ax,—by,—cz,=0
En posant d =—ax,—by,—cz, , on obtient :
MePeax+by+cz+d=0

o Réciproquement :
Soit a, b, c et d des réels tels que 1'un au moins des réels a, b et ¢ n'est pas nul.
a
On considére I'ensemble E des points M (x; y; z) de I'espace tels que ax + by +cz+d =0 etonnote 7 le vecteur de coordonnées ( ) .
C

On considere, par exemple, que a# 0 . Le point 4 (—% ;05 0) estun pointde £ .

Pour tout point M (x; y; z) de l'espace, ona AM x+§ N z) .

Ainsi AM-Ai=ax+by+cz+d
L'ensemble £ est donc I'ensemble des points M tels que AM -i7=0, c'est & dire la plan passant par 4 et de vecteur normal 7.

Remarques :

« Un plan admet une infinité d'équations.
Si ax + by + cz +d =0 est 'équation d'un plan, alors k (ax +by+cz+d|=0,0u kR , est aussi une équation de ce plan.
Les équations x — y+z—4=0 et -

1 1T a 1=0_sont deux équations du méme plan.

o Si d#0, le plan ne passe pas par l'origine du repére. On peut alors toujours choisir une équation de la forme a'x+b ' y+c’'z+1=0

o Lorsque P estun plan paralléle a 'un des plans de coordonnées, il admet comme vecteur normal I'un des vecteurs i, ; ou k , et on a alors :
- tout plan paralléle au plan (xOy | admet une équation du type z =k
- tout plan paralléle au plan ( yOz) admet une équation du type x =k
- tout plan paralléle au plan (xOz) admet une équation du type y =k

A) POSITION RELATIVE DE DEUX PLANS

Soit P et P>deux plans d'équations respectives @, X +b, y+c¢,z+d, =0 et a,x+b,y+c,z+d, =0, et de vecteurs normaux respectifs 7; et 7.
On peut savoir a priori si les deux plans sont sécants ou paralléles selon que leurs vecteurs normaux sont colinéaires ou non.

En particulier, lorsqu'ils sont sécants, pour trouver les coordonnées de leurs points d'intersection, on résout le systéme formé par leurs deux
équations. Ce systéme posséde alors une infinité de solutions qui sont représentées par les points de la droite d, intersection de P; et P>,
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. i oo . C . \ (S)_a1x+b1y+clz+d1:0
Le tableau ci-dessous résume les différentes positions de P, et P, et indique 1'ensemble des solutions du systeme » /- _
a,x+by,y+tc,z+d,=0

P, et P, sont paralleles P, et P, sont sécants

b= r7
/r

P, et P, sont strictement paralleles

P, et P, confondus

ny et 1y colinéaires ny et 1, non colinéaires
Les suites (a,,b,, ¢,) et (a,, b,, ¢,)

Les suites (@, , b,, ¢,) et (a,, b, , ¢,) sont proportionnelles
ne sont pas proportionnelles

(S] admet une infinité de solutions :
tous les triplets (x ; y ; z) solution de
'une des deux équations

(S) admet une infinité de solutions :

.- .
(S n'admet aucune solution tous les triplets (x ; y; z) coordonnées des points de d

Remarques :

o Onditque [S) estun systéme d'équations cartésiennes de la droite .
o La démarche géométrique permet de prévoir a priori le nombre de solutions.

B) POSITION RELATIVE D'UNE DROITE ET D'UN PLAN

a A
Soit P le plan d'équation ax + by + ¢z +d =0 de vecteur normal 7|5 |etd la droite de vecteur directeur ¥ |B | et passant par le point A de
¢ Y

coordonnées (X ;5,43 2,).
On peut savoir a priori si d est sécante ou paralléle & P suivant que 7 est orthogonal ounon a i

X=X +th

L e . \ L . sme (S): y=y, B

En particulier, si d coupe P, leur point d'intersection I a pour coordonnées (x; y; z) solution du systéme (S): Z=z 4ty
—“4

ax+by+cz+d=0

Le tableau ci-dessous résume les différentes positions de d et P et indique I'ensemble des solutions du systéme (.S .

d et P sont sécants

d d

d et P sont paralléles

/

P P

d est contenue dans P

d est strictement paralléle a P

ietn

orthogonaux

et 71 non orthogonaux

(S) admet une infinité de solutions :
tous les triplets (x ; y; z) coordonnées des

(S) n'admet aucune solution

(S) a une unique solution :

points de d (x5 »/5 2] coordonnées de /

Remarque :
Si d est définie comme l'intersection de deux plans P; et P», la recherche de l'intersection de d et P peut se ramener a celle des trois plans P, , P> et P
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4) PROJETE ORTHOGONAL : APPLICATIONS
A) COORDONNEES DU PROJETE ORTHOGONAL D’UN POINT SUR UN PLAN
Exemple 1: Dans un repére orthonormal, on considére le point M(0;-1; 4) et le plan P d’équation 2x—y+3z—1=0.

Déterminer les coordonnées du projeté orthonormal A~ du point M sur le point P.

2
i (— 1 ) est un vecteur normal du plan P, et donc un vecteur directeur de la droite (MM).

3
x=2t
On en déduit une équation paramétrique de la droite (MM"): {y=—1—¢t , t€R
z=4+3¢

M’ est défini comme étant I’intersection de la droite (MM ) et du plan P . On a alors :

2X2t—(—1—t)+3X(4+31)—1=0 < 41+1+1+12491—-1=0 o 141=—12 t:—g
o st (- 2:-1,10)
a aonc pour coordonnees 7 5 7 > 7

Ci-dessous : une vue du probléme réalisée avec GeoGebra.

O eql:2x—y+32-1=0 A A >DC %k
© M=(-14)

f : Perpendiculaire(M, eql)
@)

— X =(0,-1, 4) + A (-0.53, 0.27, -0.8)

M’ = Intersection(f, eql)
@)

— (-1.71, -0.14, 1.43)

H M’
o g = Segment(M, M') : 2 \ ‘
< -
- 321 g ‘ . e
s s e

N . \-— e '..,"‘

B ) COORDONNEES DU PROJETE ORTHOGONAL D’UN POINT SUR UNE DROITE

2
Exemple 2 : Dans un repére orthonormal, on considére le point M(0;-1; 4) et la droite d passant par A(—1;2;2) et de vecteur directeur o (— 1)

3
Déterminer les coordonnées du projeté orthonormal M’ du point M sur la droite d .

x=—1+2t¢
Une équation paramétrique de la droite droite d est {y=2—¢
z=2+3t¢

teR

>

—1+2¢ 2
On cherche le point M ’(—1+2¢;2—¢;2+3¢) de d tel que MM'( 3—t ) et U (—1) soient orthogonaux, c’est a dire :
—2+3¢ 3
— 11
MM' .0 =0 © 2x(=1+42¢)-1X(3-1+3X(=2+43t]=0 & —2+41=3+1-6+9t=0 & 14t=11 & (=

T 14

4.17.61)

M’ a donc pour coordonnées ( 714 14
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Ci-dessous : deux vues du probléme réalisées avec GeoGebra.
A=(122) =N
) '
=i
3,

f : Droite(A, u)

- X=(1,22) +A(2-L3)

u

|
1
M= (0,-1,4) : R
1 A X3
H ‘ 1 :
p : PlanOrthogonal(M, f) : \ T .‘pl‘
p +
— 0.53x- 0.27y + 0.8z = 3.47 LT O
. A
~ g Sl \
M’ = Intersection(f, p) i e e f‘;ﬂ N
el T 3 +
— (0.57,1.21, 4.36) o + \’_‘_‘*\‘»
A .
g ¥ il e
g = Segment(M, M) = s s
% 1 A )
. + Al
1
1

- 231 ” -
h : Droite(M, M') :

— X =(0,-1,4) + A (057, 2.21, 0.36)

C) FORMULE POUR CALCULER LA DISTANCE D’UN POINT A UN PLAN

Soit (0;7,7 ; ¥ ) un repére orthonormal de Iespace et P le plan d’équation ax+by+cz+d =0 .
“ x
7 (b est un vecteur normal a P. M
E—— 7
On calcule MM' . 77 de deux fagons différentes :
Facgon 1: (avec les coordonnées) M R
Xy ™ XM a
Ona MM' |yu—Yum| et n|b| ,dou:
Zy =2y c d

MM' .7 =a(x,, —xy+b(y, —yyltclzy, —zy) = —axy—byy—czy +ax, +by, +cz,.
OrM’ € P,donc ax, +by, +cz, +d=0 < ax, +by, +cz, =—d

Ainsi MM' .7 =—axy—byy—czy —d

Fagon 2: (avec les projetés orthogonaux)

—

On a (par construction), MM ' et 7 colinéaires .... ( car ils sont tous les deux orthogonaux a P) . On a alors :

MM .7 = M| x |7 ou MM'. T = |MM'| x |7| sclonque MM’ et 7 sontde sens opposés on non.
On obtient donc :

v il = | < (7]

|MM'._n'| _ |7axM7byMicZM7d| _ |axM+byM+cZM7d|

il Va’+b*+c? Vat+b*+¢?

laxy+by\y+czy—d|

On en déduit donc que la distance du point M au plan P est Jaiipied
a +b +c

Et [ar] =

Revenons a I’exemple 2 :

En appliquant cette formule, on obtient que la distance de M au plan P est : Jae1e0 =iz ~ 3,21

Ce résultat correspond bien au résultat fourni par GeoGebra.

On peut aussi calculer la longueur MM, on obtiendra le méme résultat.
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